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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Настоящая книга содержит учебный материал по классическим 
разделам ‘вариационного исчисления: в ней излагаются основы 
вариационного исчисления и описываются его связи с теорией 
дифференциальных уравнений, механикой, геометрией, математи- 
ческой и теоретической физикой. Книга основана на лекциях, 
которые в рамках общего курса «Методы математической физики» 
читались автором студентам физического факультета Ленинград- 
ского университета. Помимо материала, который обычно включа- 
ется в общий курс, здесь изложен также ряд вопросов вариа- 
ционного исчисления, рассматриваемых, как правило, в специальных 
курсах. При отборе материала автор руководствовался в первую 
очередь стремлением удовлетворить запросы студентов, специали- 
зирующихся в области теоретической и математической физики. 
Автор надеется, однако, что учебник окажется полезным и для 
студентов других Ффизико-математических специальностей. " 

Читатель, знакомый с вариационным исчислением, увидит, что 
предпочтение отдано геометрическим и формульным вопросам. 
Имеет смысл отметить темы, которые уместны в книге, названной 
«Вариационное исчисление», но которых здесь нет. В этой книге 
отсутствуют все разделы вариационного исчисления, которые 
зависят от теории функций вещественной переменной. Как следст- 
BHE, интегральные функционалы, аргументами которых являются 
функции нескольких переменных, в том числе квадратичные 
функционалы, рассматриваются только в формульном плане. 
Отсутствие указанных разделов соответствует замыслу учебника, 
но здесь, к сожалению, HeT H ряда тем, созвучных с этим замыс- 
лом. Из них прежде всего должна быть упомянута теория вырож- 
денных лагранжианов. В последние годы она привлекла внимание 
физиков, так как стало ясно, что лагранжианы многих интересных 
физических полей вырождены. Общая теория вырожденных 
лагранжианов не достигла, однако, такого состояния, чтобы 
ее можно было включить в учебник. В порядке компенсации 
довольно подробно рассмотрен важный специальный случай: теория 
функционалов, аргументами которых являются не функции, 
а кривые. Современный физик-теоретик не может рассматривать 
вариационное исчисление вне связей с континуальными интегра- 
лами Фейнмана. Хотя описание этих связей вполне созрело для 
элементарного учебника и посвященная им глава уже была напи- 
сана, ее пришлось исключить, так как книга вышла за рамки 
допустимого объема. И наконец, здесь почти ничего не сказано 
об увлекательной и поучительной истории вариационного исчис- 
ления, которое развивалось в тесной связи с механикой, оптикой 
и геометрией, а в последние десятилетия — также с квантовой 
механикой и теорией управления. Из этой трудной темы чита- 
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тель найдет в книге лишь краткое описание основных этапов 
в развитии вариационного исчисления и упоминание о ряде 
отдельных эпизодов. 


Лля понимания книги необходимо знакомство с началами ана- 
лиза в объеме курсов, которые читаются на факультетах с рас- 
ширенной математической программой. Кроме того, предполага- 
ются известными ссновные факты линейной алгебры. Относительно 
более деликатные сведения, например некоторые теоремы о диф- 
ференциальных уравнениях, напоминаются. Текст, данный пети- 
том, не обязателен для понимания дальнейшего. 

Без дополнительных пояснений будут использоваться ниже- 
следующие сбозначения: А U В — объединение множеств Аи В; 
А N В— их пересечение; запись ае= А означает, что а— элемент 
множества A; Ас B означает, что элементы множества А при- 
надлежат множеству В; А X В— множество, элементами которого 
являются упорядоченные пары (а, b), a E А, b € B; А={а:...! — 
множество элементов а, описание которых занимает место, отме- 
ченное здесь многоточием. 

Если / — Функция (отображение), то f(x), как правило, будет 
обозначать лишь значение f в точке x. Иногда все же запись f(x) 
будет использоваться в духе классической традиции и для 0603- 
начения самой функции; аргумент в этом случае выписывается 
= для того, чтобы условиться об обозначающей его букве. Наряду 
с символом f функция будет обозначаться также x— f(x); эту 
запись следует воспринимать как единый символ. Запись f: Е, > E; 
означает, что f есть функция, заданная на множестве E, и прини- 
мающая значения во множестве ЁЕ.. Аналогично выражение «отоб- 
ражение Е, > E» означает, что речь идет об отображении (функ- 
ции), заданном на E, и принимающем значения в Р.. Функция f 
от пары (и подобным же образом от большего числа) аргументов, 
т. е. функция, заданная на множестве вида Ах В, будет обоз- 
начаться также f(x, y) или (x, y)—>f(x, и), хЕА, ув В. 
Символ Îf(, И) и равносильная ему запись х—[(х, y) обозна- 
чают функцию на А, принимающую в точке x значение f(x, и); 
точка у считается при этом фиксированной. Соотношение }=0,: 
где /— функция на множестве Å, означает, что }(х) =0 при всех 
хе А. Соотношение [(х) =0 означает, что значение f в некоторой 
точке х равно нулю. Аналогично следует толковать неравенства 
[>09 и/(х) >0. 


Автор благодарен Ф. А. Березину, Л. Д. Кудрявцеву и 
М. В. Федорюку за внимательное рецензирование рукописи. Под 
влиянием их отзывов, в особенности под влиянием отзыва 
Ф. А. Березина, в изложение ряда вопросов были внесены сущест- 
венные изменения. | 


ВВЕДЕНИЕ 


Исходные понятия вариационного исчисления: интегральный 
функционал, его дифференциал, или вариация, его стационарная 
точка и точка экстремума (точка минимума или максимума). Прос- 
тейший интегральный функционал представляет собой отображе- 
ние вида 


= ога, #0, Р (0) а, 


где L(t, x, 9) — заданная на множестве {(t, x, v): t E [а, b], x, ое R} 
функция. Аргументом функционала I является функция 
f: [а, 6] > В, а его значения — вещественные числа. Первое, что 
отличает функционал / от привычных читателю из начал анализа 
отображений  В*-> В”, —это бесконечномерность пространства 
аргументов, рассматриваемого как векторное пространство. Труд- 
ности, вызванные указанной особенностью задачи, оказываются, 
однако, не слишком глубокими: можно представить основные поня- 
тия дифференциального исчисления в такой форме, что они не будут 
зависеть от размерности пространства и будут сводиться к привыч- 
ным для отображений В*- В”. Стационарная точка функционала 
[—это такая функция, такое значение аргумента функционала, 
при котором обращается в нуль его дифференциал. Между стацио- 
нарными точками и точками экстремума функционала существует 
связь, знакомая читателю в случае отображений В*-> В. Значи- 
тельная часть и многих других исходных построений вариацион- 
ного исчисления имеет образцы в теории экстремумов дифферен- 
цируемых функций В* -> В и не зависит от специфики интегральных 
функционалов. Но не эти построения составляют, конечно, основ- 
ное содержание вариационного исчисления. Основное содержание 
вариационного исчисления существенно зависит от специфики 
интегральных функционалов, которая проявляется прежде всего 
в том, что стационарные точки интегрального функционала могут 
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быть охарактеризованы как решения некоторой краевой задачи для 
дифференциального уравнения второго порядка 


ist, FO, rO- ЕДЫ 10, Р 0) =0. 


обычно называемого уравнением Эйлера. В общих построениях 
вариационного исчисления и в приложениях аргументом интег- 
рального функционала чаще оказывается не функция f: А> В, 
а вектор-функция f: А- R”. В таком случае стационарные точки 
функционала характеризуются системой дифференциальных урав- 
нений, системой уравнений Эйлера. Система уравнений Эйлера — 
далеко не общая система дифференциальных уравнений и ее TEO- 
рия чрезвычайно богата в формульном и геометрическом отно- 
шении. 

Первые общие построения, которые превратили вариационное 
исчисление в самостоятельную область математики, относятся 
к середине XVIII в. и принадлежат Эйлеру и Лагранжу. В cog- 
дании того, что теперь принято называть классическим вариацион- 
ным исчислением, участвовали также Лежандр и многие матема- 
тики XIX B.: Пуассон, Вейерштрасс, Остроградский, Гамильтон, 
Якоби и др. Основным направлением, по которому шло развитие _ 
вариационного исчисления, было выяснение связей между точками 
экстремума функционала и решениями дифференциальных уравне- 
ний. Эта идея была доведена до получения достаточных условий 
экстремума для простейших функционалов. 

В работах Гамильтона сложилась новая линия: было положено 
начало изучению некоторых множеств решений уравнений Эйлера, 
так называемых полей экстремалей. Вместе с полями экстремалей 
в теорию вошел новый объект — уравнение в частных производ- 
ных — уравнение Гамильтона — Якоби, которое канонически сопо- 
ставляется интегральному функционалу. :1оля экстремалей и уравне- 
ние Гамильтона — Якоби были первоначально открыты Гамильтоном 
в оптике: поля экстремалей возникли при этом как множества 
лучей, испускаемых, например, точечным источником; функция, 
описывающая движение фронта соответствующей волны, удовлетво- 
ряет уравнению Гамильтона — Якоби. Теория полей экстремалей 
отражала специфику, выделенность уравнений Эйлера. Она полу- 
чила в дальнейшем значительное развитие, которое активно 
продолжается и в наше время в большой степени благодаря связям 
с квантовой механикой, в самом открытии которой в 20-х годах 
нашего века теория полей экстремалей сыграла яркую роль. 

Работы Гамильтона и Якоби внесли также значительную 
ясность и в так называемые вариационные принципы механики, 
которые позволяют толковать дифференциальные уравнения дви- 
жения механической системы как уравнения Эйлера для некото- 
рого интегрального функционала, характеризующего систему. 
Исследование вариационных принципов механики с самого начала 
проходило параллельно с развитием вариационного исчисления как 
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математической дисциплины. Позднее, уже в ХХ B., связь ва- 
риационного исчисления с механикой обогатилась еще одним 
принципиальным достижением: средствами вариационного исчис- 
ления было показано, что некоторые свойства симметрии механи- 
ческих систем порождают законы сохранения (теорема Нетер). 
К числу таких законов сохранения принадлежат законы сохра- 
нения энергии, импульса и т. д. В 50-х годах ХХ в. вскрылся 
источник вариационных принципов механики, были открыты 
представления решений уравнений квантовой механики в виде 
континуальных интегралов, которые в пределе, соответствующем 
вырождению квантовой механики в классическую, непосредственно 
приводят к вариационным принципам. Следует отметить также, 
что вариационное исчисление снабжает механику универсальным 
языком, который позволяет с равным успехом описывать физи- 
ческие динамические системы очень разной природы, в том числе 
системы с бесконечным числом степеней свободы (поля). 

В середине XIX в. внимание математиков привлекла возмсж- 
ность использовать вариационное исчисление с целью доказатель- 
ства разрешимости краевых задач для дифференциальных уравне- 
ний (как обыкновенных, так и в частных производных). Здесь 
должны быть упомянуты Гаусс, Дирихле, Риман и Вейерштрасс. 
Реализсвать эти идеи удовлетворительным образом применительно 
к задаче Дирихле для уравнения Лапласа смог, однако, только 
Гильберт к 1900 г., когда математический анализ достиг доста- 
точного для этих целей уровня. Так было положено начало третьему 
основному направлению вариационного исчисления — прямым мето- 
дам вариационного исчисления. Прямые методы как теоретичес- 
кое направление развивались параллельно с применением вариа- 
ционного исчисления к численным методам решения краевых задач 
для дифференциальных уравнений. В современном численном ана- 
лизе вариационные методы играют важную роль. 


ГЛАВА I 


ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ 
УРАВНЕНИЕ ЭЙЛЕРА 


$ 1. Первая вариация 
Необходимые условия экстремума 


1. Интегральные функционалы. Основным объектом вариаци- 
онного исчисления является интегральный функционал. Простей- 
шие интегральные функционалы (стандартнсе обозначение — l) 
задаются формулами вида 


р =} L (t, f (0), Г. (2)) dt. 


Они рассматриваются как отображения }{- 1 (f), определенные 
на некотором множестве Q функций f: A—>R (А=[а, с КЫ— 
фиксированный интервал) и принимающие значения в MHO- 
р К вещественных чисел. Вещественнозначная функция 
L(t, x, v), (f, x, дЕАХЕхХКс В*, считается в этой KoH- 
струкции заданной, ее выбор и определяет интегральный функ- 
ционал. 


Термин функционал обычно используется для наименования отображений, 
принимающих, так же, как и функции, числовые значения. В некоторых слу- 
чаях он используется потому, что термин функция бывает занят для других, 
в некотором смысле подчиненных, объектов (в вариационном исчислении — 
аргументов функционала). В ряде случаев предпочитают говорить о функ- 
ционалах, а не о функциях, в силу сложившихся традиций. 


Введенный интегральный функционал в дальнейшем обычно 
будет рассматриваться как частный случай интегрального функ- 
ционала, определенного на некотором множестве Q вектор-функ-_ 
иий Г: A —> R”, т. e. отображений интервала А в пространство В”. 

e вектор-функции эквивалентно заданию N функций f;, 
= п, на интервале А со значениями в В: Т(И = 
“k i), fa (1)) Е R”, [еЕЛ. Функции f; будут называться 
координатами вектор-функции Î. Отображение f будет считаться 
непрерывным (непрерывно дифференцируемым), если непрерывны 
(непрерывно дифференцируемы) на А координаты f;. При этом 
под производной непрерывно дифференцируемой вектор-функции Ë 
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будет пониматься отображение F: А-> В”, определяемое формулой 
г (t)=(fi (0), ..., № (1)). Множество всех непрерывных вектор- 
функций (короче—функций) f: A—>R” будет обозначаться 
С (А В”), множество всех непрерывно дифференцируемых функ- 
ций f: А-> В” будет обозначаться С (А -> В”). Условимся сокра- 
щать эти обозначения при п = следующим образом: С (A —> В) = 
= С (A), С1(А-—В) =C! (A). 

Интегральный функционал Ha множестве вектор-функций 1 
определяется прежней формулой 


I) = fa L (t, #0, Г (0) dt, (1) 


в которой функция L(t, x, v) считается теперь заданной Ha He- 
котором подмножестве множества А x R” x R” c R”, 

Множество Q функций f, на которых определен интегральный 
функционал I (короче — функционал Г), называется областью опре- 
деления функционала. Как правило, будет предполагаться, что 
L — непрерывная функция всюду на Ах R” x R”, тогда в качестве 
области определения © можно взять множество С*(А-> В”). 
В таком случае будем говорить, что / — интегральный функционал 
на множестве С (А —+ В”). При высказанных условиях функция 
L(t, 1(№, Г (1)), где !{— заданный элемент из С1(А- В”), есть 
непрерывная функция на А, так что интеграл I(t) благополучно 
определен. В приложениях функция L нередко бывает задана 
лишь на некотором подмножестве U пространства В?”1. Если 
L — непрерывная функция на U, то в качестве области опреде- 
ления Q функционала [ можно взять множество функций Ë, 
Е == Ci (А -> В”), удовлетворяющих условию (t, Î (4), Г ([)) + И при 
всех [= A. Конечно, имеет смысл рассматривать только такие U, 
для которых множество Q не пусто. 

Вариационнсе исчисление развилось из задачи об отыскании 
точек минимума и точек максимума интегрального функционала / 
(собирательно — точек экстремума), т. €. таких функций Г, Î E Q, 
которые сообщают функционалу / наименьшее и наибольшее зна- 
чения. Тезрия точек экстремума для интегральных функционалов 
оказалась тесно связанной с теорией дифференциальных урав- 
нений. 

Пусть 

L(t, x, у) = (g(t), x)+ (£1 (0, v), 


где Sp, 9, — некоторые функции, go, б, ЕС (A — R”), а внешние 


>50, 


скобки с запятой обозначают скалярное произведение В К”: 
j i 
(x, у) = Уи x= (№1, ...у Sah у = (Yı, ...} ia). 


Тогда функционал / имеет вид 


I) = fa eo (0, EHE (9, E A] dt. (2) 


Его можно считать заданным на Ct(A— В"). Функционал (9) 
обладает свойством линейности: | 


I (Qaf H Aafa) = 01 (f1) +2 (f2), (3) 


здесь Qi, Q E R, #, Ь е С! (А -> R”). В дальнейшем функционалы 
вида (2) будут называться линейными интегральными функциона- 
aamu на С\(А-— R”). В силу свойства линейности функционалы 
вида (2) не имеют наименышего и наибольшего значений. Для 
типичных интегральных функционалов вариационного исчисления 
‘характерна нелинейность функции L по второму и третьему аргу- 
ментам. 


2. Примеры. В нижеследующих примерах п=1. 
1) Если L(t, x; 0) =х, то 


I (A) = fa F É) dt. 


Этот линейный интегральный функционал хорошо известен читателю под 
названием определенного интеграла от функции f по интервалу A. 


2) Если L(t, x, v) = (1 +02), TO 
I A= fa HF (0) dt. (4) 


Этот функционал допускает простую геометрическую интерпретацию: / (f)— 
длина графика функции f, т. e. кривой в В?, множество точек которой имеет 
вид (1, }(1)), É& A. Если выбрать Q =C: (А), то функционал (4) будет иметь 
наименьшее значение, равное | А|=6— а, которое достигается на всех посто- 
янных функциях. 


Обозначим через С (A) (Е, ч— фиксированные вещественные числа) MHO- 
жество функций f из Ct (A), граничные точки графиков torop заданы: 


Fa =5, F(b) =n 


Ограничим функционал (4) на множество Ст (А). Он будет иметь на нем 


наименьшее значение, равное расстоянию [(а— 5)? + (Е —')?] '/2 между точками 
(а, 5) и (b, n) на R?. Оно достигается на функции 


ОЕ, 


график которой — прямолинейный отрезок, соединяющий (а, &) и (b, n). 

Рассмотренный пример при всей своей элементарности хорошо иллюстри- 
рует многие положения вариационного исчисления, и мы не раз будем к нему 
возвращаться. 

3) Наиболее известной конкретной задачей вариационного исчисления 
является задача о брахистохроне, исторически первая задача, привлекшая вни- 
мание к точкам минимума интегральных функционалов и к их связям с диф- 
ференциальными уравнениями. Брахистохрона —кривая скорейшего спуска. 
Задача о брахистохроне заключается в следующем: требуется отыскать форму 
проволочки, которая расположена в вертикальной плоскости и соединяет две 
заданные точки так, что соскальзывающая по проволочке без трения под дей- 
ствием силы тяжести бусинка пробегает проволочку за наименьшее время. 
Предполагается, что из начальной точки бусинка` выпускается с заданной 
скоростью. 

Введем на плоскости декартовы координаты: ось É горизонтальна, ось х 
направлена вертикально вниз. Пусть заданные точки имеют координаты (а, &), 
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(6, n), а форма проволочки совпадает с Е функции f: x=} (0), tE Anss 
= [а, b]. На движение вдоль проволочки бусинка тратит время 
бы ИО) НР 
д 90(1) 
Здесь 9(х)=(Е -+ x)? — скорость бусинки на высоте х, которая вычислена 
с помощью интеграла энергии v? (х) —х==Е. Постоянная E зависит от началь- 


ной скорости v (Ё) бусинки и выбора нуля на оси x: 0? (&) —Ё=Е. Выбор 
нуля можно согласовать с начальной скоростью, потребовав, чтобы E ==0; 


тогда о (х=Ух . Таким образом, время движения бусинки равно 


АЕ ВИ 
ia VTO | ” 


Эти построения имеют непосредственныя смысл, если скорость о (f (1)) 
всюду положительна: f (£) >0 при $ & А. Последнее условие означает, в част- 


ности, что о (Е) >0 n 1—& > — v? (&). Аннулирование скорости v (f (1)) в Heko- 
торых точках Ё также допустимо, но интеграл / (f) приходится рассматривать 
при этом как несобственный, требуя от f в выделенных точках поведения, 
обеспечивающего его сходимость. Мы не будем в дальнейшем обсуждать этот 
особый случай, но читатель должен иметь в виду, что решение задачи о бра- 
хистохроне при о (Е) =0 и n =Œ E может быть получено предельным переходом 
о (Е) —0 из решения, отвечающего случаю о (&) >0 


Функционал (5) соответствует функции L(t, x, 0) =х` (1 +02). Функ- 
ция L определена и непрерывна при х>0. В качестве Q следует выбрать 
множество функций из C1 (А), графики которых расположены в полуплоскости 
х>0: fH >0, (ЕД. Задача о брахистохроне —это задача отыскания точки 


1 
минимума функционала /, рассматриваемого на множестве Сет (å). В даль- 
нейшем, в п. 16, в явном виде будет найдено полное решение этой задачи. 


3. Нормированные векторные пространства. Сопоставим задачу 
отыскания точек экстремума интегрального функционала I 
с хорошо знакомой читателю из начал анализа задачей отыскания 
точек экстремума функции и: D— R, D -— множество на Rè. 
Основная теорема относительно точек экстремума функции U 
утверждает: 

Если a €E D — внутренняя точка локального экстремума фиунк- 

ции и и и дифференцируема в точке а, то а — критическая точка 
функции и. 
Напомним, что а называется внутренней точкой, если она обла- 
дает окрестностьо, принадлежащей D. Точка а называется mod- 
кой локального экстремума, если функция и, ограниченная на 
какую-либо окрестность U этой точки, принимает в ней nau- 
менышее или наибольшее значение: 


и (х) =и(а) или u(x)<u (a), x €U. 
Точка а называется критической точкой фучкции и, если дид- 
ференциал функции и равен нулю в точке а: 
и (а, №) =0, Не В». 
Целью настоящего параграфа является установление подобной 


теоремы для интегральных функционалов. Прежде всего нам необ- 
ходимо понятие точки локального экстремума. Оно основывается 
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на понятии окрестности. Таким образом, для множеств, на кото- 
рых ‘задаются интегральные функционалы, должно быть введено 
понятие окрестности точки, т. е. окрестности функции. Для того 
чтобы перенести на интегральные Функционалы начальные понятия 
дифференциального исчисления, необходимо задать на множестве 
функций — аргументов функционала — структуру векторного про- 
странства. Понятие окрестности и структура векторного про- 
странства естественным образом сочетаются в так называемых 
нормированных векторных пространствах. В полном объеме зна- 
чение последнего понятия в задачах вариационного исчисления 
прояснится в следующей главе, но само определение мы введем 
уже здесь. 

Предполагая, что читатель знаком с понятием векторного про- 
странства, лишь напомним, что множество Е называется (вещест- 
венным) векторным пространством, если для его элементов уста- 
новлены Ose удовлетворяющие определенной совокупности аксиом 
операции: 

1) операция сложения, сопоставляющая паре элементов X иу 
множества Е третий, называемый их суммой и обозначаемый 
x+y или ух; 

2) операция умножения на скаляр, сопоставляющая произволь- 
ному вещественному числу œ и элементу х новый элемент npo- 
странства Е, называемый их произведением и обозначаемый ах 
или QX. 

Элементы векторного пространства обычно называют точками 
или векторами. Мы не будем повторять аксиом векторного про- 
странства, отметим лишь, что в каждом векторном пространстве 
_ имеется нулевой вектор 0 (короче — нуль), который не отличают 
в обозначениях от числа нуль. 

Векторное пространство Е называется нормированным (вектор- 
ным пространством), если каждому вектору х сопоставлено число 
|X|, называемое нормой вектора x, причем соответствие x—> | x | 
удовлетворяет ряду аксиом, аксиом нормы. Аксиомы нормы таковы: 

1) |х1!2=0 (положительность), 

2) |х|=0 равносильно х==0 (невырожденность), 

3) (ax! =|а||х| (однородность), 

4) |х-у|=|х|--!у| (неравенство треугольника). 

Норма есть формализация известного из аналитической гео- 
метрии понятия Олины вектора. Это обстоятельство позволяет 
пользоваться в обращении с нормой навыками, приобретенными 
читателем в аналитической геометрии в отношении длины вектора. 

Векторное подпространство нормированного пространства также 
нормированное пространство. 

Примеры. 

Примером нормированного пространства является простран- 
ство R”. Норма вектора X= (Xis ..., Xn) задается формулой 


[х| = (x, xX) = (xi t.. Hn) 
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Из аксиом нормы в специальном доказательстве нуждается только 
неравенство треугольника. Это доказательство, конечно, известно 
‚ читателю из курса линейной алгебры. 

Из линейной алгебры читателю известно также, что про- 
странство R” является примером так называемых конечномерных 
векторных пространств. Пространства, не являющиеся конечно- 
мерными, называются бесконечномерными. В нижеследующих при- 
‚ мерах появляются характерные для вариационного исчисления 
бесконечномерные нормированные пространства, элементами кото- 
рых являются функции (функциональные пространства). В даль- 
нейшем их список будет пополняться. 

1) Простейшим функциональным пространством, с которым мы 
будем иметь дело, является пространство С (А). Его элементами 
являются функции, принадлежащие множеству С (A). Операции 
сложения и умножения на число определяются стандартным 
образом, а норма дается формулой 


IFI = sup |F (1) |. 
tE A 


В силу известной теоремы Вейерштрасса sup |f (ć)| достигается 
LEA 


в какой-либо точке интервала ДА, поэтому 


[А |= max |f (0) |. 
1ЕА 


Как и в предыдущем примере, в проверке нуждается только 
неравенство треугольника: | 


Fretes Ote Фавро РВ 0 |) = 
<= зир |{ (И 1-Е зир [8 (® ИН-Т 


Совпадение обозначения нормированного пространства С (А) 
с обозначением множества составляющих его функций не создает 
трудностей. 

2) Более важным для дальнейшего примером нормированного 
пространства является пространство Ct (А). Его элементы — функ- 
ции из множества С1(А), норма определяется выражением 


IF I= sup |F (£) |+ sup |F (6) |. 
IEA [ЕД 


3) Нормированное пространство С (А — В”) — обобщение. про- 
странства С (А). Его элементами являются функции из множества 
С (A —> R”), векторные операции определяются естественным OÔ- 


разом: 
(1-55) (H = Fi (OH ©, ..., РО En (0), 
(af) (2) S (af (2), а. о» (1), 
 сЕС(А- В”), чеВ, 


i3 


норма дается формулой 
if le (A> R”) T И (t) [62 Ур 


Проверим неравенство треугольника: 
| ni = у t t n = Î t n | t n < 
Igle (а в) = SUP IT (О +g Olga < sup (IF (а HgO Ner) 
и И (Hira Sup 18 (2) Ika = ИС (a> r”) tigle (A в”). 


4) Нормированное пространство С*(А — R”)— обобщение npo- 
‚ странства Ст(А). Его элементы — функции из множества С1 (А — 
— В”), норма определяется выражением 


4. Расстояние. Окрестность. Сопоставляя паре (x, у) элемен- 
тов нормированного пространства число d(x, у) = |х—у|=|х-- 
+ (—1)у|, нетрудно убедиться, что справедливы утверждения: 

d(x, у) —=0 (положительность), 

2) d(x, у) =0 равносильно х=у (невырожденность), 

3) d(x, у) =а(у, x) (симметричность), 

4) d(x, у) =а(х, z)+d(z, у) для произвольчого Z (неравен- 
ство треугольника). 

Множество E, упорядоченной паре (x, у) элементов которого 
сепоставлено вещественное число d(x, y), удовлетворяющее услови- 
ям 1)—4), называется метрическим пространством. Число d(x, у) 
называется расстоянием между точками X H у, а условия 1)—4) — 
— аксиомами расстояния. 

Всякое нормированное пространство можно рассматривать как 
метрическое, полагая d(x, у) =|хр—у|. Всякое подмножество 
метрического пространства само является метрическим простран- 
ством, поэтому, в частности, всякое подмножество нормированного 
пространства является метрическим пространством. Именно так, 
как подмножества нормированных пространств, которые неявляются, 
вообще говоря, векторными подпространствами и тем самым нор- 
мированными пространствами, будут обычно появляться в даль- 
нейшем метрические пространства. Простым, но характерным при- 
мером является поверхность в В”. 

Пусть а — элемент метрического пространства E. Множество 
элементов x пространства E, удовлетворяющих соотношению 
d(x, а) < при некотором в >0, называется окрестностью (под- 
робнее, =-окрестностью) элемента а. В R? в-окрестность элемента 
а — внутренность шара, имеющего центр в точке а и радиус в. 


* Если одновременно рассматривается несколько нормированных прост- 
ранств, знак нормы при необходимости дополняют символом пространства: 
|x |z — норма вектора x в пространстве E. 
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Окрестности в С и Ct. Окрестность в пространстве С (А) допу- 
скает простую геометрическую интерпретацию. -ок рестность функ- 
ции f в пространстве С (А) состоит в точности из тех функций 
о, ее C(A), графики которых заключены между графиками функ- 
ций f+e и f—e, т. e лежат внутри криволинейной полосы, 
образованной этими графика- 
ми (рис. 1). 

Функции из пространства . 
С1(А) принадлежат также и 
пространству С (А): С1 (А) = 
с С (A). Как следствие, для 
функции f из С1(А) можно 
рассматривать норму также 
ив C(A), при этом 


Ре: = +1F Г, 


откуда 


[Ас == М [:. 
Тем самым  в-окрестность 
функции f, f & С1(А), в npo- 
странстве С1(А) содержится B &€-OKpecTHOCTH этой же функции 
в пространстве С (А): |#—[|с <, если |lg— fle <e. 
г-окрестность функции f в пространстве С1(А) также содер- 
жит лишь функции g, ое С'(А), графики которых заключены 
между графиками функций f+e и }—е, однако она содержит 
не все такие функции. Достаточно близко к графикам . функций 
fŒ = могут подходить графики лишь тех функций g, производ- 
ные которых в соответствующих точках близки к производной 
функции f. Чем больше ||/” — g’ ||с, точнее, чем ближе это число 
к €, тем теснее график функции g прижимается к графику функ- 
ции f. Представление о геометрической интерпретации окрестности 
в пространстве С1 (А) можно получить из рис. 2. На этом рисунке 
изображена трубчатая окрестность графика вектор-функции (f(t), 
F (Е)) в пространстве R”. В з-окрестность функции f в простран- 
стве С1(А) попадают функции g, для которых графики вектор- 
функций (g(t), g'(t)) содержатся в указанной трубчатой окрест- 
НОСТИ. 

5. Вариация интегрального функционала. Множество непрерывно 
дифференцируемых функций — естественная область определения 
интегрального функционала. Норму на этом множестве можно 
задавать по-разному. При выборе нормы, описанном в п. 3, 
интегральный функционал / непрерывен на пространстве С1 (А -— R”). 

Пусть /— отображение метрического пространства E в В, 
иначе говоря, пусть / — функционал на пространстве E. yuk- 
ционал [ называют непрерывным в точке а, a E E, если для любой 
окрестности У точки Г(а) существует такая окрестность U 
точки а, что [(х) ЕТ при всех x& U. Функционал называется 
непрерывным (на пространстве Е), если он непрерывен во всех 
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точках пространства. Для функций R?—> R предложенное опре- 
деление совпадает с обычным. | 


Рассмотрим интегральный функционал. 
=. Lit, 10, Га 


на множестве С1 (А -> В”). 
Теорема 1. Функционал I непрерывен на пространстве C! (А— В”). 
Доказательство. Функция L равномерно непрерывна на 
всяком ограниченном замкнутом множестве, например, на множе- 
стве | 
Ом = {(Ё, x, v): LEA, x, уе В", Ixl, ПУ] sN}, 


N > 0 — фиксированное число. Положим 


y (г) = 
м $ 12. (1, х-- Ах, у-- Ау) — L(ć, x, У)|. 


(1, х, у ерм, (t, x+ Ах, v+ АУ) Ем 
l Ax] -+I АУу| <’ 


Равномерная непрерывность L на Ом означает, что юм (г) —0 
при r—>0. Ясно также, что функция ®м(г) зависит от г MOHO- 
TOHHO. 

Если f, h & C1 (А > R”) и Ifs, ЕВ М, TO 


LE, КОВ, POH (0-Е, КО, Г) < ohh 
Образуем разность . 


(Р-Н) — = L t, EAHA, Р-н (9) Le, E, Г) 


Справедлива оценка — 
I+D] < ox АВ 


j e ; У. © <“ S 

16 { p al 5>о ил №1?) > $) и, ДД вл 2 
> f Я © | гг. а jE * $ N w A 
(; у 7 “$ о A Зе IF ~S 
= a z d N, 
A ГА € f 
(tj jse р 
i 


Ци (ау А) = Vula) = Gi mt- -tg Pe 
и(а+Й)=и(^) + ие Вр 


из которой следует непрерывность функционала /. В самом деле, 
задавшись функцией f, выберем N так, что 21| < М, и ycno- 
вимся рассматривать такие h, что |h] №/2. Тогда |1 |< М, 
ПЕНЬ — 1-Е 6 |< М, и выполняется предыдущая оценка, KOTO- 
рая означает, что число |1 (-- В) — 1 (Р)| сколь угодно мало, если 
достаточно мала норма |||. 

Перенесем теперь на интегральные функционалы некоторые 
понятия дифференциального исчисления. Пусть [— функционал 
общего вида на нормированном пространстве Е. Пусть аи h— 
фиксированные векторы из E; введем функцию ф : В -> В, полагая 


ф (<) = I (а-Н ап). 


Если функция ф дифференцируема в точке 0, говорят, что 
функционал I дифференцируем в точке а вдоль вектора h, а npo- 
изводную ф” (0) называют (первой) вариацией функционала I в точке а 
вдоль вектора h и обозначают 61 (а; В): 


ôI ы: в) = = I (a +ah) lao. 
Если функционал [ дифференцируем в точке а вдоль любого 


вектора h, говорят, что функционал I имеет вариацию в точке а. 


Стоит отметить, что понятие вариации не зависит от нормы на простран- 
стве Е; оно зависит лишь от структуры векторного пространства E. 

Пусть и: В*—В — функция, дифференцируемая в некоторой 
точке а, тогда и имеет вариацию в точке а, причем | 


би (а; h)= du (а; h). 
Дифференциал du (a; h) является линейной функцией h: 
du (а; œh; ой.) = 0, du (а; В.) | ., ди (а; В.). 


Если функционал / имеет вариацию в точке а, она (вариация 
6/ (а; №)) не обязательно зависит от h линейно. В общем случае 
сохраняется лишь свойство однородности 


ôl (а; ай) = 6/ (а; h). 


Условимся о некоторых обозначениях. Множество интеграль- 
ных функционалов / на пространстве С*(А -> R”), таких, что 
[ —г раз непрерывно дифференцируемая функция на AXR” x R”, 
будет обозначаться Q7 (А—В”). При r= 2 в множестве Q (А — В”) 
будет иногда вылеляться подмножество 6% (А — В”): функция L 


для функционалов этого подмножества будет предполагаться 
удовлетворяющей дополнительному условию: матрица 


{оо (É, ЕЕ ин 


не вырождена при всех (f, x, v), т. e. при всех (Ё, Xx, у) отличен 
‚от нуля ее определитель. Иногда вместо I & (A -» В”) 
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или [= R eg (А- R”) будем писать короче: / EW или / E Rieg. 


Теорема 2. Интегральный функционал l, принадлежащий 
21 (А — R”), имеет вариацию в любой точке, при этом 


ôI (f; В) = УЕ, (0, Г (0), h) 
А i 
HL (t, 1, t), h (01а. | (6) 


Прокомментируем выражение для вариации. В формуле (6) 
приняты естественные обозначения: 


УЕ Е У. Ls, (t, x, v) ЕВ”, 
VeL, S, У) = (Lo, ое 2%. 1 АИ Lo, (t, x, v) Е В”. 


Круглые скобки B (6), как и выше, —знак скалярного произве- 
дения в К”. В координатной записи формула (6) имеет вид 


ôI; в) =}, У, Мы, @, О, "Фу Ф-Т, EO, (О) а 
i=l 


Сравнивая формулы (2) m (6), можно утверждать, что функ- 
ционал. 6/ (f; h) от аргумента h, рассматриваемый при фиксиро- 
ванной функции f, является линейным интегральным функциона- 
лом. Условимся обозначать этот линейный интегральный функ- 
ционал /” (f): 

61 (Е; h)= 7 (f) hb, 


Г (f)h— значение функционала /” (7) на элементе h. Будем называть 
функционал T (В, Г фиксировано, производной функционала 1 
в точке Ё. 

Доказательство теоремы. Введем функцию 


ф(@) = Гав) =$, L(t, ГО -+ов (д, VA +a (0) 4. 


Подынтегральное выражение при фиксированных Г и В— senpe- 
рывная функция от Ёи œ на полосе {(1, а) :{ ЕД, œa E R}, имею- 
maa на этой полосе непрерывную частную производную по œŒ. 
Поэтому функция ф непрерывно дифференцируема и 


P= (СЕ, НО-ав (0, Рам (8) dt = 
=G OLE, POHA, OHN (0), KEIL), ВО 


Полагая œ =0, получаем утверждение теоремы. № 

Если / = Q (A —> R”), то формула (6) для вариации интеграль- 
ного функционала допускает важное преобразование. Это преоб- 
разование возможно не для всех, а лишь для дважды непрерывно 
дифференцируемых функций f. 
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Обобщая определение, введенное в п. 1, будем говорить, что 
вектор-функция f:A— В” г раз, г=1, 2, ..., непрерывно диф- 
ференцируема, если г раз непрерывно дифференцируема каждая 
компонента f; #=1,..., п, этой функции (Е(® = (1. (1,..., №(1)); 
множество таких функций обозначают С” (А — R”). Отображение 
К :А— R”, определяемое формулой 


но (В = (©, ..., (0), 


называется производной г-го порядка функции f. Используются 
стандартные сокращения: К =f, 1? =f” ит. д. Иногда, ради 
краткости, если суть дела ясна из текста, запись Î & С” (A —> В") 
будет сокращаться до Ре С”. 

Если / <= 9? (А-> В”), а Ёе= С? (А- Ra), то вектор-функция 


1-5 9.1, ETO Ё (0) 


принадлежит множеству С1(А — В”). Воспользуемся очевидным 
соотношением 


4 (а (0, В (0) = (© (0, в), HD), 


в котором g, h & С" (А — R”), и выполним BO втором члене фор- 
мулы (6) интегрирование по частям. Результат, очевидно, имеет 
ВИД 


ôl (f; = (Е, в (0) dt (ФП (0, в (0) |, (7) 
‘где [Г[ и р[ | — функции A— R”, определяемые формулами 
(О =al (t, (D, P) — ЧУ, tO, #0), 

p [Ë] (H= VL (t, i(t), # (0). 


Теорема 3. Если Ге Q? (А > R”), то вариация функционала I 
на функции Т, принадлежащей множеству С? (А - R”), может 
быть представлена формулой (T). 

Будем называть формулу (7) проинтегрированной формой 
вариании функционала l. 

6. Необходимые условия экстремума. Пусть / — функционал на 
метрическом пространстве E, т. e. отображение Е — В. Точка а, 
a = E, называется точкой локального минимума (максимума), если 
существует окрестность U точки а такая, что 


Г(х) = Г(а) (< Г[(а)), х= О. 


Собирательный термин для точек локального минимума и точек 
локального максимума — точки локального экстремума. Если 
в качестве окрестности U в определении точки локального экстре- 
мума может быть выбрано все пространство E (L — со -окрест- 
ность точки а), говорят, что а— точка абсолютного экстремума 
‚ (абсолютного минимума, абсолютного максимума). В дальнейшем 
словосочетание «локальный экстремум» будет сокращаться до «экстре- 
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MyM». Если окрестность И, фигурирующая в определении точки 
экстремума, может быть выбрана так, что в определяющем нера- 
венстве /(х) = / (а) (= Г(а)), хе И, равенство возможно лишь 
при х=а, точку а называют точкой строгого экстремума (стро- 
гого минимума, строгого максимума). 

Пусть / — функционал на нормированном пространстве E, пусть 
[ имеет вариацию в точке а. Если ô I (a; В) =0 при всех h, НЕЁ, 
то говорят, что а — стационарная точка функционала Г. 

Теорема. Пусть I — функционал на нормированном простран- 
стве Е и а— точка экстремума функционала Г. Если функционал l 
имеет вариацию в точке а, то а — стационарная точка функцио-` 
нала I. | 

Доказательство. Рассмотрим функцию ф (©) = [ (ато), 
h — произвольный, не равный нулю фиксированный вектор из E. 
Точка 0 — точка экстремума функции ф, так как Mipu |%|< ай]! 
аргумент а-- ой функционала содержится в -окрестности точки а, 
и, следовательно (если а, например, — точка минимума), ф (<) == 
= / (а-- ой) =Z (а) =ф (0) при достаточно малых Q. Так как ф 
дифференцируема в точке 0, то $’ (0) =0, т. e. согласно опреде- 
лению вариации 0/ (а; в) =0. Теорема доказана. O 

Рассмотрим две простейшие экстремальные задачи для интег- 


рального функционала /[,. считая, что / & Q! (A — В”). 

Задача со свободными граничными точками. 
Задача со свободными граничными точками — это задача об оты- 
скании точек экстремума функционала l, рассматриваемого на 
всем пространстве C! (A — В”). 

Необходимое условие экстремума в задаче со 
свободными граничными точками (предварительный вид). 


Точка экстремума ! функционала I на пространстве С*(А- В”) 
является стационарной точкой, т. e. такой точкой f, что Г’ (В =0 

Задача с заданными граничными точками. Интег- 
ральный функционал [, заданный на С"(А-> В”) формулой (1), 


ограничивается на множество © с- С1(Л-> В”), состоящее из функ- 
ций 1, удовлетворяющих условиям 


(а) =$, f(b)=n, 


где &  — заданные векторы из R”. Подобное множество в согла- 
сии сп. 2 обозначим С, (А- В"). Множество Сё (А - В”) как 


подмножество нормированного пространства C! (A — R”) является 
метрическим пространством. Задача состоит в отыскании точек 


экстремума функционала [, ограниченного на Сы (A —> В”). 
Так как множество Сет (A—>R”) при &520 ‘или 520 не 
является векторным подпространством пространства C! (A>R a) 


OHO не является нормированным пространством. Поэтому мы не 
можем непосредственно сослаться на установленную выше теорему. 
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Пусть f — фиксированная функция из С-„ (А -> В”). Произволь 
ную функцию Y из дм (A—> В”) можно представить формулой 


g=f+h, 


где h == Co (A —> R”), C (А-> R”) = Co (A — R”). Так как множество 
В. (A —> R”) — векторное подпространство, то C4 (А — R”) — норми- 
рованное пространство. Формула б=1 Г h, устанавливающая 
взаимно-однозначное соответствие между Су (А в” A H С AR, 

позволяет рассматривать всякий функционал на Сы (A —> В”) как 


функционал на нормированном пространстве Су (А -> В”). 

Пусть {— точка экстремума интегрального функционала / на 
множестве ем (A — R”). Это равносильно тому, что 0 — точка одно- 
именного экстремума функционала h — /: (В) = 7 (+h), Г фикси- 
posano, на пространстве Сь(А- В”). Следует заметить, что 
(е—1#[=|В |, где g ={-- В. Функционал /+ имеет вариацию в точке 0, 
причем 0/:(0; В) = ô/ (f; h). В самом деле, согласно теореме | 


п. 5 при всяком h, Пе С (A —> В”), существует производная 
а а 


Таким образом, получаем 

Необходимое ` условие экстремума в задаче с 
заданными граничными точками (предварительный вид). 
Точка экстремума Т функционала Г на множестве Сы (AR В. 


удовлетворяет условию 
61 (1; В) =0, 


р 
где в — произвольная функция из пространства Сь (А — В”). 

7. Линейные интегральные функционалы. В этом пункте мы 
рассмотрим линейный интегральный функционал 


L= (6. (0, в (0) A, в’ (а 


на множестве С! (Л -> В”) и выясним, при каких go, g =С(А-— В”) 
он равен нулю на С1(А-> В”) или С, (А-> В”), т. e. при каких 
gœ 6, (В) =0 для любой вектор-функции № = С'(Л- В”) или 
В"), 
Лемма 1 (лемма Дюбуа — Реймона). Функционал 
h —>\ g (£) h' (t) dt 


на C(A), где g EC (A), равен нулю тогда и только тогда, когда 
функция © постоянна. 
Достаточность очевидна: 


дед’ (t) dt =g f, k (f) dt = eh (h) a= 
ERS ECA) Te и 
A и (6). 


A) JES- E 04 SJE] dt | 

ji ito Tech, LER a So N= Klal- DEA 

бравые к доказательству необходимости. Положим 
ВИ. [2 (=) — а] ат, 


& — число. Функция h принадлежит множеству C! (А), кроме того, 
й (а) =0 и, если =! |! A с (т) 4т, то h(b)=0. Таким образом, 
при указанном % h & Cå (A). Следовательно, 


Ца [g (A —a]di = 


Так как i 
he [а (t)—a]dt =0, 


TO - | 
ie Oead = f g (Alg A aldt —a [8 (0—4 =0, 


откуда с (=. Лемма доказана. П 
Лемма 2. Функционал L на множестве Сь(А —> В”) равен нулю 


тогда и только тогда, когда: 1) gı = С" (А-— В”), 2) gi =g. 
Проверим достаточность. Если верно 1), то можно выпол- 
нить интегрирование по частям: 


L (h) = Í, (go (£) — gi (£), h (0) dt+ (в, (£), h (8) 'a. 


Интеграл равен нулю в силу 2); подстановка равна нулю, так 
как И (а) =в (5) =0. 

Чтобы установить необходимость, проведем интегрирова- 
ние по частям иначе: 


L (h) =f, (— |a go (1) dt +g: (9, № (0) dt + 
+ (fago (0) dr, h) la = fa (— fa Zo (©) dt +g (0, № (0) dt 
Интеграл 9 go (T)\dTt следует понимать покоординатно: 
(авы ©) 9, 44, вы (4%). 
Положим Н (В) =С (0 Е, где tec (A) и ġe R”. Тогда 
L(h) = f, (— Ẹ go (©) dt +g: (09, $) 8 @ dt. 
Если Г (В) =0, то в силу леммы 1 
(— fa go (1) dt +g (9, $) =А 
A — постоянная. Ввиду произвольности & 
— fa go (1) dt +g (t) =n, 


— постоянный вектор. Так как интеграл от 5, принадлежит 


СЕ (А-— В”), тои = С'(Л-> В”). В таком случае последнее 
соотношение можно продифференцировать, откуда gi = fg. Лемма 
доказана. | 
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| “АС - £ pilay- J - 
A mi jg M И а "МЕ о TA: J: 44) S> 190 


mran WLAN (4) = © 
Лемма 3. Функционал L 9 множестве C! (A —> В”) равен нулю 


тогда и только тогда, когда: 1) 81 Е С" (А— В”), 2) gi = fi 


3) gı la, p= 0. 
План доказательслва достаточности ‚таков же, как и 


в лемме 2, но подстановка ($, (1), №(1))|^ теперь равна нулю 
`В силу условия 3). Необходимость: так как С, (А-> В”) 
< С! (А- В"), то для аннулирования L на С*(А-> В”) должны 
выполняться условия l) и 2). Это позволяет провести интегри-. 
рование по чаетям: 


L(h) = \ (go (1) — gi (0, h (£) dt+ (g1 (£), h (£)) Ja = (81 (£), h (5) Ja; 


так как L(h)=0, а векторы h (а) и h(b) произвольны и незави- 
симы, TO g (1) «.ь=0. Лемма доказана. 
Лемма 4 (лемма Лагранжа). Функционал 


ав (t) dt 


на множестве Су(А), где в = C(A), равен нулю тогда и только 
тогда, когда в =Q. 
Лемма 4 — очевидное следствие леммы 2. 
Лемма 5 (обобщенная лемма Дюбуа — Реймона). Пусть веС(А). 
Функционал 
| В \ g (H) hO (t) dt 


на множестве функций класса C" (A), удовлетворяющих условиям 
ha) (t)la, o =0, 9=0, ..., г—1, равен нулю тогда и только тогда, 
когда в — полином, степень которого не превосходит r— 1. 

Достаточность устанавливается интегрированием по ча- 
стям. Необходимость можно установить, естественно обобщая 
доказательство леммы l. Ограничимся случаем r= ?2; случай х>2 
в дальнейшем не встретится. Положим 


h (t) = |; dr |; [g (0) -«— В (o — a)] do, 
где « и В — некоторые числа. Функция h принадлежит C?(A) и 


удовлетворяет условиям й(а)=0, K (а) =0. Числа œ и Б saxo- 
дятся из требований 


ros \, а |; 6 (0) deag oE Е 
к [аое-а И в = 


Определитель системы уравнений для чисел & и В 


AP |АВ 
Em Fa 
Ар ав a 
р ПЕ 
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отличен от нуля, поэтому условиям h(b)=0, И’ (5) =0 можно 
удовлетворить выбором & и В. Вычислим функционал на построен- 
ной функции A: 


да (0 4=\ g (Hie (A —a-— p (t—a)]dt=0. 
Tak Kak 


Ja [@-- В (#—а)] №" (9) dt =|, le +P t — aig (6) —a— p(t — a)l 4 =0, 
TO 
|a [g () — a — p (t — a)? dt =0, 


откуда elt =a4 p (2—2). Лемма доказана. 3 | 
8. Уравнение Эйлера. Граничные условия. Стационарные точки | 
интегрального функционала [ определяются уравнением T’ (Р) =0: 


Г (дв =} [YL (é, 1 (0, P (0), В (0) + (VL (t, E, Y (8), № (01а. 


Для того чтобы функция Г была стационарной точкой функ- 
ционала I, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия 
1) ре С*(А- В"), 
3 Е ==0, 
3) p (О la, o =0. | 
Использованные здесь обозначения введены в п. 5, напомним их: 


piil (9 = VL (t, i(t), Г (6)), ГИ = 
=VL (t, КО, (D) VL, К, (A). 


Сформулированное утверждение — следствие леммы 3 п. 7; 
р[ совпадает в обозначениях леммы с g,, [[П-с go — gi. 

В дальнейшем в этом параграфе будет предполагаться, что 
Г 

Теорема 1. Для того чтобы функция №, tE С"(А -— В”), была 
стационарной точкой функционала l, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись условия: 

утес), 

> A 

3) р (О lao =0. 

Чтобы доказать теорему, достаточно установить утверждение: 


+= C2 (A —> В”) равносильно ре С*(А- В”). 
Если #Ёе С?(А-> В"), то р Пе C(A -> В"), что уже отмеча- 
JIOCb В N. 5. 


Лемма. Если р [© C(A —> В”), mo fte С? (А- В"). 
Для доказательства рассмотрим отображение: 


(t, x, v)— (f, x, -D (é, x, %м)), где p(é x, у) =УМДЬ x, У). 
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Это отображение непрерывно дифференцируемо (т. e€. непрерывно 
дифференцируемы все его координаты), а матрица Якоби отобра- 


жения имеет вид 
| 0 1 ВВ 
0 {бы} 0 } 


{Liv} {L vxi} {Ро j} 


Якобиан отображения, определитель матрицы Якоби, равен 
det {Lo v; (£, X, У), pe ЗА 


и по предположению отличен от нуля. В силу теоремы об обрат- 
v v k | 

ной функции (для отображений В^ -> В") * рассматриваемое oTo- 

бражение локально обратимо: каждая точка (fo, Xo, Vo) обладает 

окрестностью, на которой отображение обратимо, причем обрат- 

ное отображение (обозначим , его [их vo) Также непрерывно диф- 


ференцируемо. 
Положим 


g (=P (t, 1 (0, Y (1) =p [f] (8. 


Согласно условию леммы g <= C1 (A -> В”). Каждая точка (t, î (to), 
Г’ (tọ)) обладает окрестностью, на которой 


(t, È (E, РГ (0) = ju, tto, tto (Ь 10, 80). 


Так как ]..., Ги g— непрерывно дифференцируемы, то Ё — непре- 
рывно дифференцируема (в окрестности любой точки, а следова- 


тельно, и всюду на A), иначе говоря, Ёе= С?(А-> R”). Лемма 
доказана. 
Условие [[=0 при f& С? можно переписать следующим 
образом: 
VL (t, 1, Г) — VL: (t, f, Г) — 


— D= [Vt t AOH VL t t РК] = 
или в координатах | 
Lx, (t, A Г) ре Lot (1, f, Г) ki 
Sera [Lox РА (6) + Lov, C, f, F) F; (]=0. 


В этих формулах Ît=f (t), =f (В. 
Введем в В” линейные операторы Vyly (t, x, у) и У. (Е, х, У), 
действующие по формулам | 


n n 
VvLvh = (Siya Lo, ofis s Ху Looy )» 
n n к 
VyLxh = a Lo, xfj, e...) р [ху 
$ Формулировку теоремы об обратней функции см. в конце п. 37. 


25 


Иначе говоря, операторы VyLy и УМ» имеют матрицы {Loio} и. 
{Роль В последних соотношениях VyLy, Го, и т. п. — сокращен- 
ные обозначения для У хи Го, (Е X, У). | 


Используя введенные обозначения, выражению Г] можно 
придать вид 


LD =n t r Fraa E -ые A 
Е i r, 


Видно, что соотношение [,[{]=0 представляет собою диффе- 
ренциальное уравнение второго порядка для вектор-функции Î или 
систему п дифференциальных уравнений второго порядка для ее 
компонент f;, =1,..., п. Это уравнение называют уравнением 
Эйлера, соответственно системой уравнений Эйлера, для функцио- 
нала Г. Всякое решение {= С? (А-> В”) уравнения Эйлера назы- 
вают экстремалью функционала I. Условие невырожденности MAT- 


рицы {Loi (t, x“ У), фигурирующее в определении класса Qeg 
и использованное при доказательстве леммы, означает, что урав- 


нение Эйлера может быть разрешено относительно Г”. 
Условия р [f] (| .ь=0, подробнее 


VL (а, #(а), # (а))=0, УВ, 1), t (6))=0, 


можно рассматривать как систему граничных условий для уравне- 
ния Эйлера, их называют естественными граничными условиями 
для функционала T. 

Теорема 1 (новая формулировка). Для того чтобы функция $, 
t €e С1(А-> В”), была стационарной точкой интегрального функ- 
ционала, необходимо и достаточно, чтобы: 1) Те С? (А -> В"), 
2) È удовлетворяла уравнению Эйлера, 3) { удовлетворяла естест- 
венным граничным условиям. — 

Уравнение Эйлера и естественные граничные условия опреде- 
ляют на интервале А краевую задачу. И уравнение Эйлера и естест- 
венные граничные условия могут быть нелинейными. По набору 
параметров полученная краевая задача является благополучной: 
общее решение уравнения Эйлера содержит в типичном случае 
2n. числовых параметров, а естественные граничные условия содер- 
жат 2п скалярных соотношений, которые могут быть использо- 
ваны для определения этих параметров. Из теории дифференци- 
альных уравнений известно, однако, что краевая задача не имеет 
столь простых качеств, как рассматриваемая локально задача 
с начальными условиями, — задача Коши. Множество решений 
краевой задачи в зависимости от ее конкретных качеств может 
быть пустым, может быть бесконечным, но может быть конечным 
и в том числе содержать ровно одно решение..И хотя уравнение ` 
Эйлера и естественные граничные условия — далеко не общая крае- 
вая задача, множество ее решений также может быть и пустым, 
и бесконечным, и конечным. Сказанное не означает, однако, что 
невозможно выделить содержательные случаи, когда краевая за- 
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дача разрешима и ее решение единственно. Теоремы такого типа 
существуют, причем доказательство их нередко опирается на связь 
краевых задач со стационарными точками интегральных функцио- 
налов. Разработаны схемы рассуждений (некоторое представле- 
ние о них будет дано в гл. ПП), которые при определенных пред- 
положениях позволяют прямым образом установить существование 
точек экстремума интегрального функционала, а тем самым дока-. 
зать разрешимость краевой задачи для уравнения Эйлера. 


В качестве примера приведем без доказательства одну подобную теорему 
для скалярного случая n= 1, считая, что уравнение разрешено относительно f”: 


Г O=F t, f ÀO, FO). 


Теорема 2. Лусть функция Е: АХВХВ — В непрерывно ао 
и существуют такие ограниченные на всяком ограниченном множестве функ- 
ции а: R? — В, В: В2— В и такое число Е > 0, что 


Ех (Е, х, 9) Е, |Р@,х, )| = & (В Х-ЬВ (Е х)ч?. 
Тогда краевая задача | 
POSF FO, FPO =, 8], fag, [()=\, 


где =, n—saðannbie числа, имеет, и притом единственное, решение. 


Обратимся еще раз к обсуждению необходимых условий экстре- 
мума для интегрального функционала /, I E Фе, (А - R”). 

Необходимое условие экстремума в задаче со 
свободными граничными точками. Точка экстремума È | 
функционала 1 на пространстве Ст (А — В”) принадлежит мно- 
жеству С? (А — В”), удовлетворяет уравнению Эйлера и естествен- 
ным граничным условиям. Это условие вытекает из предваритель- 
ного вида необходимого условия п. 6 и доказанной выше теоремы 1. 

Необходимое условие экстремума в задаче 
с заданными граничными точками. Точка экстремума 1 
функционала I на множестве Сы принадлежит множеству 
C? (А —> R”), удовлетворяет уравнению а и граничным усло- 


виям 
(а) =$, 1(5)= 


Необходимое условие п. 6 и лемма 2 п. 7 показывают, что 
функция f в рассматриваемой задаче должна удовлетворять 
условиям: 

j ANa (A —> R”), 

С =0, 

3) Ħ(a)=$, 1(5)=т 

Из леммы настоящего пункта следует, что условие 1) равно- 
сильно Ге С? (А -> В”). 

Таким образом, точка экстремума в задаче с заданными гра- 
ничными точками, как и в задаче со свободными граничными 
точками, является решением краевой задачи для уравнения 
Эйлера, но с другими граничными условиями. 
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9. Интегралы уравнения Эйлера. Если функция L(t, x, У), 
которая определяет интегральный функционал, не зависит от 
какого-либо из аргументов, например от É или от X, или лишь 
от какой-либо компоненты векторного аргумента х, то легко явно 
выписать некоторый первый интеграл уравнения Эйлера. 

Введем отображение р: АхвВ”х В" -— R”, которое уже фигу- 
рировало в п. 8: 
| ВА; Ж EA № 


Yv 


Если фугкция L не зависит от 1-й координаты вектора x, то 
функция Pi, определяемая соотношением 


p (É, x, У) = (р (6 х, У), e, Palb, х, У), 


является первым интегралом уравнения Эйлера. Это значит, что 


на всякой экстремали Т функция р: (Ё Е(0, (H) постоянна. Yr- 
верждение вытекает из уравнения Эйлера 


—тР:@, f, Г) = — zla (É, Í, Е) = Ly (é, f, Г) — 
| т" j 
- $ La (f, i, ")=0. 


Введем функцию В :AxXR”xR”—>R: 
Я (Е, х, У) =— Г x; У (м, YL (t, x, У). 


В координатной записи 


Н (Е, x, у) =— L(t, x, + У (t, x, v). 


tl 


Если функция L не зависит om t, mo H — первый интеграл ирав- 
нения Эйлера: 


ht, 10, Ее iy P) (VL (t, t, T), t) 


— (VL (É, f, P), PH, VL РУ, gL f, t) = 
=— L: (t, В Р) — (L [f], Р)=0. 


$ 2. Примеры 


10. Экстремали функционала \ L(f) O+?) dt. Множество М метриче- 


ского пространства E называется открытым, если каждая точка множества М 
обладает окрестностью (в Е), принадлежащей множеству М. Теорема, утверж- 
дающая, что точка экстремума функционала / на нормированном пространстве 
является стационарной точкой функционала (если, конечно, / имеет вариацию 
в этой точке), остается справедливой для функционалов, определенных на 
открытых множествах нормированных пространств. Необходимые условия 
экстремума для интегральных функционалов как в задаче со свободными гра- 
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ничными точками, так и в задаче с заданными граничными точками также 
сохраняются, если функционал определен не на всем пространстве Ct (А —> В”), 
соответственно С (А — R”), а на некотором открытом множестве Q этого npo- 


странства. В нижеследующих примерах интегральный функционал будет задан 
либо на всем пространстве, либо на открытом подмножестве. 
Пусть n= и 


. L(t, x, =l (t, x) 1-9)", 1>0. 


—3 
Производная Los =L (1 - 9?) f2 всюду ноложительна, поэтому стационарные 
точки функционала 


гр= у O а” O dt, 


а также точки экстремума в обоих типах экстремальных задач, принадлежат 
множеству С? (А) и тем самым являются решениями уравнения Эйлера. В: п. 75 
будет показано, что экстремали функционала / допускают разнообразные ин- 
терпретации. 

Уравнение Эйлера имеет вид 


/2)1 d i DEF 
Lt DUHAT ne Se À 
t, A (+F?) d ULAT 


Естественные граничные условия равносильны соотношениям 
Г (а=0, F (b)=0. 


Геометрически они означают, что график функции f пересекает пвямые #=а,. 
{= ортогонально. 
Будем считать далее, что L, T. e. l, не зависит от Ё, тогда уравнение Эйле- 


ра упрощается: 
[р F =l +”). 


Исследуя решения этого уравнения, не будем фиксировать интервал и, говоря 
об экстремалях, условимся рассматривать их на максимальной области опреде- 


ления. Функция Н дается формулой 
Ñ (Е, X, v)=— l(t, x) (1 to "№. 


Если l не зависит от $, то H — первый интеграл уравнения Эйлера 


Е S e 
Простые вычисления дают 
== (P () — 2), 


знак + совпадает со знаком Г. 

При /[=1 функционал / обсуждался в п. 2, пример 2). Уравнение Эйлера 
в этом случае имеет вид [’=0, его общее решение } (1) =со#-Е В, и, В произ- 
вольны. Стационарные точки функционала — постоянные функции, их беско- 
нечно много. Решение уравнения Эйлера, удовлетворяющее условиям f (а) =, 
f (b) =n, единственно. 

Ниже будет предполагаться, что производная Г =l; нигде не равна пулю. 
Из уравнения Эйлера видно, что в таком случае |” (1) == 0, откуда следует, 
в частности, что функционал I не имеет стационарных точек. Знак f” совпа- 
дает со знаком Г. Для каждой экстремали f имеется не более одной точки T, 
в которой | (т) =0. Эта точка характеризуется соотношением Xe= f (T), где 
l (xe) =с. При Г>0 т— точка минимума экстремали: } (Г) > хе, если tÆ т; 
при Г < 0 т— точка максимума: }() < хе, если tT. На любом интервале, 
где f 0, выполняется неравенство {[(} ({)) > с и график экстремали имеет 
уравнение 


ах 
(24 — tk, 
| V BE) é 
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Пусть (Ё, х\) —какая-либо точка, лежащая на графике экстремали, тогда 
уравнение графика может быть записано следующим образом: . 


х dy 
С — = (1—1). 
| “y Ey) Е 


Если график экстремали содержит р (T, Xc), то, полагая éi —т (при фик- 
сированных É H Хх), получим 


= + (— т). 


a y 
s VBQ) A 


Интеграл здесь понимается как (сходящийся) несобственный в точке Xç. Перепи- 
шем последнее уравнение несколько иначе: 


= + |#—т|, 


} Ут 
C Sap ea 
“с УР (у) — с? 


в этом соотношении знак + совпадает со знаком х— Xç, т. е. со знаком Г. 


— 


Ясно, что график экстремали симметричен относительно прямой t=T. 
11. Экстремали функционала \ F" (1 +f '2)"/2 dt. Конкретизируем вид функ- 


ции L: 
(=, и 52 0. 


Будем предполагать, что функция l определена при x >> 0; в качестве аргумен- 
тов } функционала [.будут рассматриваться лишь функции с положительными 
значениями. При таком выборе функции l уравнение Эйлера примет вид 


№ =x (1 +°’). 


Убедимся, что график произвольной экстремали содержит точку (т, Xe). 
Пусть х<0. В этом случае график произвольной экстремали расположен 
в полосе 0 <х<_хе. Если экстремаль f такова, что в некоторой точке fo 
Г (to) —0, то существует точка т > Ц, такая, что } (т) =0. Если же в некото- 
рой точке 4 | (to) <0, то существует точка T< В, такая, что (т) =0. Оба 
случая рассматриваются аналогично. Ограничимся первым. Итак, пусть f’ (to) > 
> 0. Максимальный интервал определения (а, b) а ма { конечен. В са- 
мом деле, из уравнения Эйлера ag 


n CH 1,2 |x] 
B у (1/2 0) =. 


Э"» неравенство означает, что график экстремали целиком лежит под параболой 


ra 


x= f (to) +F (to) (E — to) — ит 


которая расположена в полуплоскости х > 0 только при $, принадлежащих 
конечному интервалу. Если экстремаль f не может быть продолжена правее 
точки b, bœ Ц, то, как видно из уравнения Эйлера, либо f (1) —> 0 при £ —= 6— 


— 0, либо [ (1 — со при #—6—0. Интеграл сЁ = + (B (р — с?) '? показывает, 
что Г (= со при #—Ь—0 лишь если l(f) >o, T. e если |()-—0 при 
1—6 —0. Таким образом, остается единственная возможность: }( —0 при 
6—0. Отсюда. следует, что функция f имеет на интервале (fo, b) точку 
максимума т, в которой ’ (т) ==0. Итак, при x < 0 всякая экстремаль содер- 
жит точку (T, Xe). 

Читатель легко самостоятельно перенесет эти рассмотрения на случай 
х > 0. При этом вновь окажется, что график всякой экстремали содержит 
точку (т, Xc). 
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Мы установили, таким образом, что уравнение графика произвольной экстре- 
мали рассматриваемого функционала имеет вид 


x 
Бет. ЖЕ =+ | t=T f 
t У y= 
ге тек, cœ 0 — произвольные параметры. Заметим, что xe=0!/* H 
sign l’ =sign x. Перейдем B интеграле к новой переменной интегрирования‘ 
y =c!/”z, тогда уравнение экстремали примет вид 


И — г К E T EE T Их. 
1 


У ==^—1 


Введем функцию 
Ф (x) =sign x (= 
| l У y% > 
Функция Ф определена на интервале (0, 1], если х < 0, и на интервале [1, оо), 
если х>0. Функция Фр— гладкая функция при х==1, Ф(1) =0, Ф’ (1) = 
= со sing x. Кроме того, Ф = 0, Ф строго монотонна (Ф’ = 0), D строго вогну- 


та ("< 0). 
С помощью функции Ф уравнение графика экстремали запишется короче: 


5-е 


где k=c!/*. Вследствие монотонности функции Ф можно, вводя обратную 
функцию D-t, записать экстремаль следующим образом: | 


ВЕЕР | к 1 
Но =kD (5). 


Экстремаль, соответствующую т=0, k=l, будем называть стандартной: 


Фо = 
— уравнение РЕ стандартной тет 
f A= (|t), 


— вид стандартной экстремали. График стандартной экстремали проходил 
через точку (0, 1), ОЫ—точка экстремума стандартной экстремали, é= 0 — ось 
симметрии ее графика. 


а | 6 


Рис. 3. 


T рафик произвольной экстремали может быть получен из графика стан- 
дартной экстремали сдвигом оси симметрии (=0-—Ё=т, те В произвольно, 
и последующим преобразованием подобия относительно точки (т, 0) с kompga- 
циентом k, k & (0, со) произвольно. 

Рассмотрим подробнее стандартную экстремаль, Будем различать три. 
случая: 1) х<0, 2) 0<х=<1, 3) 1< а. 


31 


1) х< 0. График функции Ф изображен на рис. 3, а, график стандартной 
экстремали — на рис. 3, 6. Стандартная экстремаль определена на интервале 
(— Do Фо). Число Po =Ф (0) дается интегралом 


v= | 2 


2) 0<х=1. График функции Ф изображен на рис. 4, а, график стан- 
дартной экстремали — на рис. 4, 6. При х— со Ф (х) — со, более точно, 


Ф (х) ^^ жи, если х< |, 


1—х 
Ф (х) — lnx, если x=], 


Стандартная экстремаль определена на всей оси. 


а 9 


0 1 x 
Puc. 4. 
3) 1< x. График функции Ф изображен на рис. 5, а, график стандартной 


экстремали на рис. 5, 6. При х-—со Ф (х) —Ф:, стандартная экстремаль 
определена на интервале (— O, Ф!). 


а z А 

| | 
Ф | | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
нь ее | 
<, ыы | | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 

] 
| 

р бы 
- НИЧЕ: ЧЕН 
0 1 | z, -Ф, 0 Ф t 


Рис. 5. 


-Yp ражнение. Пусть F и Ф—функции общего вида и D’ —функция, 
обратная к Ф’. Показать, что графики экстремалей функционала, соответ- 
ствующего функции 

L (x, v) =v \ Е (x-40°™ (v-1)) du~, 
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удовлетворяют уравнению 


в котором т и Е— произвольные параметры. Описать множество значений 
параметра К. | 

12. Функции, возникающие при изучении пучка экстремалей. Существует ли 
экстремаль } функционала 


1 A= fa O (Г 0)" at, 
удовлетворяющая условиям 
Га) = fa & п>0; 


как много таких экстремалей? Чтобы ответить на эти вопросы, изучим мно- 
жество экстремалей Моё, удовлетворяющих лишь одному условию 


Г (а) =$, 


т. e. пучок экстремалей, графики которых проходят через точку (а, &). Этой 
задаче посвящена вся оставшаяся часть параграфа. Пучок Mag будет изучен 
несколько подробнее, чем это нужно для ответа на вопрос, поставленный 
в начале пункта. Установленные нами факты не окажутся, однако, лишними; 
они будут в полном объеме использованы в дальнейшем. 


Таблица 1 
Функ-| Область Множество 
х ция | Определе- значений Характерные свойства 
НИЯ 
Y (0, 1] [0, со) map 
0 (0, 1) |(—œ, —Ф.) | <0 
0>х Q D 
Y [0, со) (0, 1] Y” 0)=0, Y’ (0) <0 ma o>0 
T [0, со) [1, сэ) T >p 
Y П, со) [0, Yi Имеет абсолютный максимум в точ- 
ке х., X > К y= (z) ва ин. 
тервале [1, х„) Y >> 0, на интервале 
Wa 90) тт) =0 (5—0 
0 (1, со) | (— œ, со) | < 0, 6(х,) =0 
=== Q (1, со) (0, со) E Q (x) >x, xQ (x)—>1 при 
у [0, со) 1, сэ) У’ (0) =0, У’ w) >0 при 9>0 
T [0, œ) [0, y] Имеет абсолютный максимум B точ- 
ке у-1; на интервале [0, ут) Т’> 0, 
на интервале (ył, со)Т’<0; 
T (0) =0, T ©)=0 
То же, что при О<х=! 
0 (1, со) | (— Dı, œ) | То же, что при О<х=1 
(х1, œ) (0, со) xı определено уравнением 0 (x1) = 
1<х =M, ЖИ’ = Ох 


xQ (х) —| при х— œ 
5 | То же, что при О<х=! 


О В, С, Буслаев ео 


При исследовании геометрических свойств пучка Моё возникнет ряд 
функций, стандартным образом связанных 
с функцией Ф. Речь идет о функциях 


Y (<) =х?® (Хх), 
6 (x) = — Ф (х) Е хФ’ (x), 
х <= 0 Q (x) =х 19 1(—0(х)), 


y У w)=0 (sinx $), 
T W= FF (o 


Поведение этих функций зависит OT 
вида функции Ф, т. e. от числа х; их 
основные свойства собраны в табл. l; 
графики функций Ф, 0, Q соответственно 
при х<0, 0 <х=1, | <x приведены 
на рис. 6, 7, 8, функций У и Т приве- 
дены на рис. 9, 10. При желании чита- 
тель может с этого момента перейти к 
последующим пунктам, возвращаясь к 
указанным таблице и рисункам по мере 
необходимости. Подробный вывод сведе- 
ний, представленных в таблице и на 
Ве © рисунках, можно рассматривать как 
упражнение. Приведенные ниже KOM- 
ментарии не дают исчерпывающего вы- 
вода этих сведений, но, по-видимому, разъясняют все места. которые могли 
бы вызвать затруднения. 


Отметим формулы, связывающие производные функций F, 0, Q: 
= тм), 
= ©, 
хо (x) D” (хо (х)) Q’ (x) =— D” (х) — Q? (x) D” (xQ (х)). 


Последняя из этих формул выводится следующим образом. Функция Q удов- 
летворяет соотношению | 
| 9 (xQ (х)) =— 6 (x). 
Продифференцируем его: 
0’ (xQ (х)) (Q (x) +x (х)) =— 7 (x), 
откуда 
0 (xQ (х)) хо’ (x) =— 0 (x)— Q (x) 0 (xQ {x)). 
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Остается подставить сюда выражение для 6’. 

Из формулы для производной видно, что 9— строго убывающая функция: 
9’ (х) =хФ" (х) < 0. Легко вычислить значения функции 0 на границе области 
определения и тем самым найти множество ее значений: 


Рис. 8. 


11 х< 0: 0(+-0) =—Ф., при х—1 0(х) ~ (x) ~— [2 к! — x] "ао; 
2) 90 < х=1: при х—1 0 (х) — [2х (i1 а, при хо их—<!1 
8 (х) — 
3) 1<»х: при х-—>1 0 (х) —Ф”’ (х) — [2х («—1)[ + оо, 9 (20) = — Q.. 


При x <0 функция 0 отрицательна, при 0< x% функция 6 меняет знак и 
имеет (единственный) корень — обозначим его X,- 


ми —— со, при x—> œ n x=] 6 (x)~— Inx —>— o; 


Рис. 9. 


Из формулы P’ (х) =х 20 (x) следует, что при х< 0 ЧФ— строго убываю- 
щая функция, при х> 0 имеет строгий положительный максимум в точке X4- 
Вычислив значения функции Ч на границе области определения (не станем 
останавливаться на этом), нетрудно убедиться, что х„— точка абсолютного 
максимума. Если у=Ф (x), то о (Xa) 

Обратимся к функции Q. При ты функция — 0 (x) положительна; так 
как 01 определена лишь на интервале (— со, — Do), то Q р 91 (— 0 (х)) 


не определена вовсе. При О0<х=| функция Q определена там же, где и 6, 
ибо значения 0, а тем самым область определения 601, —вся ось. Значения 
функции Q положительны, поэтому последняя из трех формул с производными 
показывает, что @’ < 0. Значения функции Q на границе области определения 
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вычисляются обычным образом. Оценка Q (х) > х * очевидна. Из соотношения 
9 (хо (х)) =— 0 (x) следует, что при x —> œ 0 (xQ (х)) —-Н оо, так что xQ (х) —1. 
Наконец, если | < x, область определения функции Q характеризуется Hepa- 
венством — Ф. <— 8 (x), т. e. 0(х) <Ф., откуда следует, что эта область 
определения — интервал (xı, со), где 0 (x1) =Ф.. Так как Ф. >0, то хм <х.. 
Дальнейшие рассуждения те же, что и при О<х=1. 

Функцию У можно явно вычислить: 


Ф’ (х) = еп x (x? —1) "2, Y (v)= p” (sign x- u!) = (1 +0?) *, 


Из полученной формулы непосредственно вытекают все указанные в таблице 
свойства функции У. Если x >> 0, то У (у =x. 

Функция T отличается от Ф монотонной заменой аргумента, поэтому при 
х < 0 функция T монотонна, при x >0 функция T имеет абсолютный макси- 
мум. Остальные объявленные свойства функции Т получаются, если вычислить 
ее значения на границе области определения и заметить, кроме того, что при 
х>0 


гу =ч(У(--))=Чир=% 


13. Пучок экстремалей при х < 0. Экстремали пучка Mag удобно нумеро- 
вать параметром 
=} (а), 


значением производной экстремали в точке а. Обозначим экстремаль пучка Мах, 
соответствующую параметру v, через fo. Функция fuy дается формулой 


fs (© =kD -7 = = -), 


в которой k и T связаны соотношением 


ФЕ)" 


между собой и соотношением 


sign (a — т) 


l 
e 


с параметром v. Вместо k удобно пользоваться параметром y =: yY € (0, 1], 
если х< 0; уЕН, œ), если х>0. Перепишем три последние формулы, 
вводя И: 


l [licr] 
В =E — к о вЕВы 
Го (1) та Е y), 
ja—r]| 
Ф =— J, 
(y) Ей 
з | 
18 @—1) фи), ат: 
0, @ =. 


Выразим y и т через v. Параметр у— однозначная четная функция от и: 


у=У {Joj} 
Параметр т—а— нечетная функция от о: 
sign (т— а) = — sign v signx, |т—а|=ЕТ (|9|). 
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Выражение для экстремали fẹ можно преобразовать следующим образом: 
sign v sign хФ (у) + S. (t — а) 


Го 0% м (= ((—а) — (т—а) = 
a 


y 
Геометрические свойства пучка Моё существенно различны при % <0 n 
0 < x. Далее в этом пункте предполагается, что x < 0. Графики экстремалей 
пучка изображены на рис. 11. Поясним этот рисунок. При x < 0 sign (т— а) = 
= sign V; с учетом строгой монотонности функции T (см. рис. 9) это означает, 
что т — координата оси симметрии графика экстремали — строго возрастающая 
функция 9, значения которой исчерпывают всю ось. При о=0 т=а. Параметр 


y= — четная функция 9, принимающая максимальное значение при о=0 и 


обращающаяся в нуль на бесконечности. Это означает, что при изменении U 
от — œ до 0 экстремаль сокращается, становится наименьшей при и==0, а 
затем, при изменении и от 0 до со, вновь расширяется. Интервал определения 
экстремали fa 
(т— Фо, т ЕФо) = 
: o è Do 

=|a +6% [sign uT (|v Ц а--ё [sign ol {|o +5). 
УР У(ы1|) 


Его граничные точки — монотонно возрастающие функции о: 
, Ф ý Фу $1 
(a+ [simnoT doD жует} = [То pY ор | = 
У Y’ (10|) [8 (91) = Dosign o] > 0, 


так Kak Y’ <0 n 0 <— Фу. Левая граничная точка возрастает от — со до а, 
правая граничная точка ‘возрастает от а до + оо. 


Пусть bœa. При V< о интервал, на котором определена экстремаль, 
лежит левее точки b; при 9>%% интервал, на Котором определена экстремаль, 
содержит интервал [а, b]. Рассмотрим значение fy (b) экстремали fy при V œ> w 
в точке b как функцию от V, считая b фиксированным. Обозначим эту функ- 
цию через F: F (9) =}, (b). Вычислим производную функции F. Наряду с npo- 
изводной F’ по собственному аргументу будет рассматриваться производная 
сложной функции 


а : i | 
еее АЕ = = , НЫ 
Fo P F (sign v Y~ (y)) =sign v F’ (v) FE 
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Воспользуемся соотношением 


о(е)- 


= sign (b — T) [sign о. sign xO (y) Е |A] |. 


sign 9. sign "Фета! |= 


Продифференцируем его по y: 


ЕЕ (v) +yFy (°)) Ф’ (+ Е Е (5) J= sign (b — T) [sign 9. sign хФ’ (y) + | S | |. 


Комбинируя эти равенства, получим формулу для производной Fy 
2 
= Ру (9) D’ (4r (v) ) = sign (b — T) sign v - sign x9 (y) — 9 ($F (v) )- 


Учтем теперь, что х < 0, и обсудим три случая: 
1) х<а. В этом случае т< 6, ч< 0 и тем самым 


УЕ D EIP” 
o/z o) )= Е г у> ФФ. 


В силу монотонности Ф получаем ЕР (9) < и. 


С другой стороны, формула для производной F у Дает 


2 
Е, (0) Ф' ($F o) —=0(/)—0 | Е (0) ) 
5 - $ 
Учитывая монотонность функции 0, получаем Р, (9) >0, откуда F’ (9) > 0. 
2) а < т<. В этом случае и >> 0 и тем самым 


EF, u)’ [ЕР (v) | =—0(/)—6 ti o )>0 


Отсюда вытекает Fy (9) <0 n F’ (5) > 0. 
3) 5-х. В этом случае о > 0 и тем самым 


Ф( А Е()} = =e j 
(tro) Фи 14| <D 


откуда (и/<) -F (v) > и. Формула для производной имеет тот же вид, что и в слу- 
чае 1), поэтому Fy (5) < 0, так что вновь F” (v) >> 0. 

Таким образом, во всех случаях F’ (и) > 0. 

Если о—- оо, то т со и y— 0, поэтому 


Рот ФФ- 14!) 5 (® — 14 


5 | 
при v >+. 

Итак, F —crporo возрастающая функция V, 9 >> Vo. Ее значения заполняют 
интервал (0, осо). 

Отсюда следует, что существует единственная экстремаль, график которой 
проходит через заданную пару точек (а, Е) и (b, n). 

В п. 28 будет доказано, что эта экстремаль — точка строгого минимума 
функционала Г на множестве Q, состоящем из положительных функций класса 
Сп (А). 

14. Огибающая пучка. Существенно иначе обстоит дело, если x > 0. На 
этот раз не для всякой пары точек (а, Е), (b, n) найдется экстремаль, график 
которой проходит через эти точки. Более того, если подобная экстремаль 
найдется, она, как правило, не единственна; как правило, таких экстремалей 


38 


)-= со 


две. При этом лишь одна из этих экстремалей оказывается точкой экстремума 
(минимума) в соответствующей экстремальной задаче, вторая экстремаль 
не является точкой минимума. 

Геометрической причиной столь разного поведения экстремалей при x < 0 
их> 0 служит тот факт, что графики пучка Моё при xœ 0 имеют огиба- 
ющую, а при х < 0 не имеют ее. 

Напомним, что огибающая однопараметрического множества кривых, урав- 
нения которых имеют вид 


Ft, Хх, 9) =0 
о — параметр, характеризуется парой соотношений 
F (t, x, 0) =0, Е) (вх, 9) =0 


Ее уравнение можно получить, исключая из этих соотношений параметр. 
В нашем случае уравнения графиков экстремалей можно записать следующим 


образом: 
t —T| 
D ($ = Lisaa N 
Е B 
подробнее: 


($y) = ат =v] i ty], 


Вместо производной Fy можно приравнять нулю производную F: 


Zy (= у = sign (#— т) [sign о. sign xD’ = 
$ Е $ 
Комбинируя пару этих равенств, приходим к уравнениям 
x : у 1—а 
D (= v) = sign (Í — T) [sign о. sign хФ (y) + S | 


\ 
0 f у] = sign (f — т) - sign v - sign xô (y). 


Эти уравнения могут привести к содержательному множеству лишь при 
sign ({ — T) - sign 9. signx = —1. В самом деле, пусть sign (t — t) sign v - sign x =, 


тогда 
x 
9 (= v) = 0 (y). 
D 


Ввиду монотонности 0 отсюда следует х=Е. С учетом этого равенства первое 
из уравнений для огибающей дает 


® (y) = 


Полученная точка х=5, 1—а— особая точка пучка; решения выведенных урав- 
нений, для которых Ё==а, должны быть выброшены из рассмотрения; они 
не могут принадлежать огибающей. 

Таким образом, уравнения, характеризующие огибающую, можно перепи- 


5 


9 (у) =—в (и), 


sign (#— T) . sign v » sign х =— |, 
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При x < 0 равенство 0 Г. v) = —0 (y) невозможно, поэтому npu х <0 oeu- 


бающая отсутствует. 
Ниже в этом пункте х>0. При этом sign (Е—т) = — $11 и. Равенство 


x 
0 = v) = — 0 (y) можно решить относительно X: 


Е 
Хх ме) = (—0 y). 


Теперь легко выписать параметрическое представление для огибающей 


х=Е0 (y), t—a = — sign v -r (y). 
Здесь 


1 
а а 


`Фигурирующие здесь функции Q и Г определены при у > 1, если x< 1. Если 
же | <», то эти функции определены лишь на интервале (Xi, со) (см. табл. 1). 
Обозначим полученную огибающую пучка Мах через Cag- Из параметричес- 


кого представления видно, что кривая Cas симметрична относительно прямой 
> 


t =a. Правая ветвь огибающей отвечает экстремалям, у которых и < 0, левая 
ветвь — экстремалям, у которых и>0. Покажем, что огибающая может быть 


описана уравнением 
т 
5 в 


где А (5) = 0 (T (9)), о>0. А— строго возрастающая функция, значения KO- 
торой пробегают интервал (0, со). Достаточно убедиться, что Q и Г— строго 
убывающие функции, множества значений которых совпадают с интервалом 
(0, со). Функция Q исследована выше (см. табл. 1). Рассмотрим функцию Г 


9 (у) —Ф (YQ Y)  уФ’ Y y) (Q (у HYR (у)) _ 
И E 


Г’ (y) = 


y 
6 9 (uQ 20’ (YQ 0’ 
ру ре = D YQ (у) V (y) 


Эта формула показывает, что Г —crporo убывающая функция. Если y —> оо, 
то согласно табл. 1 yQ (у) —= l, поэтому при y—> œ 


l 
r (y)=¥ (y) т > (у)) ~ Ч (и) — 0. 
Далее следует различать два случая: 
1) х= Г уе (1, œ); при у—1 yR (у — О (у) —--00, поэтому 
Г (у) ~ (Q (y)) — +; 
2) I< x: y E [x œ); при y > xı YQ (у) ~ xQ (у) >—-+2, поэтому 


l 
ГИ-У (x) + X Ф (xQ (у)) — +. 


График огибающей см. Ha рис. 12, там же изображены графики пучка Ма 
при x >> 0. 

15. Пучок экстремалей при xœ 0. Рассмотрим однопараметрическое MHO- 
жество экстремалей, имеющих ось симметрии { = 0. Уравнения графиков этих 
экстремалей имеют вид 


o(4)= h #>0; 
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их можно получить преобразованием подобия из графика стандартной экстре- 
мали. Все они касаются лучей E+ и E`, проходящих через точку (0, 0) и ka- 
сающихся стандартных экстремалей (рис. 13). Охарактеризуем лучи Et и E~. 
Координата x точки пересечения луча с уравнением Ах = и графика стандарт- 
ной экстремали (уравнение Ф (х) =|Ё|) удовлетворяет уравнению Ф (х) =А,|х |. 
Если А 0, то х > 0, и уравнение принимает вид Ч (х) =А,. Отсюда ясно, что 
для Et À равно максимальному значению функции 4: A=y (см. табл. 1), при 
этом х=х,. Абсцисса f, точки касания луча Е\ и графика стандартной экст- 
ремали равна t, =\х„ =Ф (x4). 


Cag 
\ 


Обозначим через Е лучи {(Ё- т, x): (t, x) = EE}. Графики экстремалей 


пучка Mag изображены на рис. 12. Точка (а, $) лежит на лучах Еа—вр и Ea+ty: 
Графики должны лежать в области, ограниченной интервалом [а — Е, а-- Е] 


оси абсцисс и лучами Еа—=у, Ea+ty- 
При х>0 
sign (T —a) = — sign v, |®—а|=ЕТ (| v|). 


С учетом свойств функции T (см. рис. 10) это означает, что T—&@ (T— коорди- 
ната оси симметрии графика) 
монотонно возрастает с рос- 
том V, пока о меняется на 
интервале (— со, —1/y), при 
этом т — a =Q, если V = — оо; 
достигнув в точке — "1 
максимума, равного YE, т— а 
монотонно убывает до — VË, 
когда о меняется на интер- 
вале (— 1, у); т —a = 0 npu 
=Q; на интервале ()-1, со) 
т—а вновь монотонно воз- 
растает до нуля. Параметр у: 
= t 
y=Y (|v]) 0 l; | 
принимает минимальное зна- рые № 
чение при v = 0 и обращается 
в бесконечность при 9-— со. 
Минимальному значению у соответствует экстремаль с максимальным 
коэффициентом подобия А =ё/у, при и—=со график экстремали вырождается 
в луч (6, xk T=, x> 0}. 
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На рис. 12 показана также огибающая Cag. Взаимное расположение rpa- 
фиков экстремалей и огибающей характеризуется следующими основными поло- 
жениями: 

А. Через точки, лежащие под огибающей, графики экстремалей пучка Ма 
не проходят; через точку, лежащую на огибающей, проходит график единст- 
венной экстремали, через каждую точку, лежащую над огибающей (исключая 
точки оси симметрии), проходят графики двух экстремалей. 

Б. Абсцисса точки касания одного из графиков, проходящих через точку, 
лежащую над огибающей, и самой огибающей, лежит в интервале (а, b); абсцисса 
точки касания другого графика лежит вне интервала [а, 6]. 

План доказательства утверждений А и Ð одинаков при х=1 u x> 1, но 
некоторые детали, возникающие при переборе вариантов, оказываются различ- 
ными из-за того, что при х = l n xœ l различны области определения экст- 
ремалей. Мы ограничимся случаем х = l; заинтересованный читатель без труда 
перенесет изложенные ниже построения на случай l< x. 

Выше, в п. 13, были получены следующие формулы: 

D| F (0) = sign (b — qt) | sign v® (y) + kl 


: Fy (v) (4 Е) sign (b — T) sign об (y)— 90 E F 0), 


Fy (v) =sign vF’ OF 


Переписывая общие формулы, мы положили sign x= 1l. Покажем, опираясь на 
эти формулы, что: 

а) F (v) — œ при |9| > œ; 

6) производная F’ имеет единственный корень 9; при v <ð F’ (v) < 0, при 
>90 F (0 0, 
_ Из утверждений а) и 6) следует, что 9— точка абсолютного минимума 
функции F. Мы убедимся также, что 


Напомним, что функция А определяет уравнение огибающей Cag 


paie) 


так что точка (b, F (5)) лежит на огибающей. 
Легко видеть, что утверждение А вытекает из утверждений а), 6) и в), 
Если у-— оо, то 


| А A 
sign оФ (y) + = y > со, 


поэтому 
F (v) -- 1 (sign (b— T) [sign v® (y) + = у) — 
-1E 
кан Ноль >to 


Здесь предположено, что х < l, и использована формула 
1 
D (РР) — (1-м при É —> со, 


которая вытекает из асимптотики 


D (x) ~ e при х-> со. 
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Если х=1, то Ф (х) —^ lnx a -1 (f)~ ef и окончательный результат тот же: 
Е (v) — +c при v —> œ. Утверждение а) доказано. 

Обратимся K POE 6). Предположим вначале, что b > а-Н\Е. В этом 
случае sign (b — т) = 

1) Пусть v <0, в. 


Ф( 120) = ФФ ти 


£F, (0) D’ (Lro) = — 0 (y)—6 rw). 


Функция F’ имеет корень в точке, определяемой уравнением 


Нее ( 2 0), y =Y (— 9). 


Воспользуемся определением Q: —0 (y)=9 (YQ (y)) и перепишем уравнение 
следующим образом: | 


0 UR (и) =0(4 


В силу монотонности 0 это уравнение упрощается: 


r ()) , 


Q ЕЕ (0). 


Решения полученного уравнения совпадают с корнями функции F’. Покажем, 
что это уравнение имеет и притом единственное решение. 
Если о—= — œ, то согласно а) имеем F (5) > со; если о—>0, то y—>l и 


\ 
Е(о)—ЕФ 1 (4) Так как Q (у) —0 при о— — œ n" Q (у) со при v— 0, 


1 
то графики функций Q (У (— v )) и F (v) пересекаются, так что уравнение 


5 


Q (и) = Е (v) имеет решение. 

Рассмотрим на квадранте {(, z): о<0, 2>0} кривую y: z =Q (У (— 0), 
график функции Q (У (— v)). Кривая у разбивает квадрант на области Q, и Q_: 
на первой г >> Q (У (— ч)),на второй z < Q (У ( — v)). Формула 


—® 


£F o (ЧР) = 0—8 (£F 0) = ше o — o (EF o) 


показывает, что F’ (v) <0 при тех v, при которых график функции ЕР (v) 


лежит B Q, и F'(v)œ>0 при тех v , при которых график функции ЕЕ (v) 


лежит B Q_. Обозначим какой-либо корень функции F’ через v. Tak как 
Q’ (1) < 0, ğ = Y (—9), и Г’ (5) =0, то при возрастании о в достаточно малой 


окрестности точки 9 график PIERE 2 (v) пересекает кривую Y, переходя 

из области Q, в область ®_. Если б— наименьший из корней функции Г”, 
| i A 

то график функции Е! (v), перейдя в точке v = ð из Q, в ®, уже не 


может в силу сказанного вернуться в &,. Таким образом, корень 9 единствен. 
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Итак, Е’ имеет на интервале (— со, 0) единственный корень 9; F’ (9) <0 
при v< 9, Р’ (v) > 0 при v >ð. 
2) Пусть о> 0, тогда 
i А 
(920) =ФФ- су 


EF, 0) ($r ()) = W) —6 i 0). 


Первое из этих соотношений ввиду монотонности Ф дает 
Y | 


Отсюда следует, что правая сторона второго соотношения положительна. Сле- 

довательно, Fy (9) > 0, так что Р’ (0) > 0. 
Утверждение 6) при b — а-- \Ё доказано. 
Обратимся к утверждению в). В точке 9 


Е (9) > у. 


$ | . . 
o Е@)--Ф-+ 


‘(92-8 0) 


Сравнивая эти соотношения с уравнением для огибающей, видим, что 


Таким образом, при b > a-y полностью доказано предложение А. 

Что изменится в этом доказательстве, если b < а--\&? На этот раз вместо 
возможностей 1) —2) следует рассмотреть четыре возможности: 

1’) V < U1» ви соответствует равенству т=6; при этом т < в; 

2’) V < U< Uz2, U2 также соответствует равенству т=6б; при этом b < т; 

3’) о. <v <0, при этом T< в; 

4’) 9—0, при этом т< 6. 

Единственный корень 9 производной F’ удовлетворяет условию 9 < и. 
Существование такого корня при U < и, и его единственность в этом интервале 
устанавливаются теми же рассуждениями, что и в рассмотренном ранее слу- 
чае 1), с единственным дополнением: следует установить, что 


Q (y1) > ЕР (91), и =У (— vı). 


Так как т=ё при =, то 


D (2 F o) )=0, 


откуда 2i (51) = 1/yı. Согласно табл. 1 Q (у) œ y1, так что, действительно, 


Q (y1) > (1/2) F (vı). Производная F’ меняет знак в точке 9: F’ (5) <0 при 
u< 9, Е’(9) >0 при v>. 

В интервалах, определяемых условиями 2’) — 4’), производная F’ сохраняет 
знак: F’ (9) >0. Случай 4’) в точности повторяет случай 2) с тем же выводом: 
Е’ (о) >0. В интервале 2’) получаем 


ФЕ ©)=Ф у 
EF, (v) D ЕЕ (0—6 (22 w). 
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Первое соотношение дает (y/§)F (5) < у, после чего из второго следует Fy (5) < 0, 
т. e. Р’(5) >0. На левой границе интервала 3’), так же, как на правой rpa- 
нице интервала 1’), т=ё, а следовательно, (1/&)Р (5») =1/у5 и © (ya) > 
>> (1/4) F (və). Основные соотношения здесь те же, что и в интервале l’), 
поэтому, так же, как при и >9, в интервале 1’) неравенство Q (и) >> (1/=) Е (v) 
сохраняется и производная F’ не обращается в нуль: F’ (v) > 0. 

Итак, утверждение А при х=1 полностью доказано. Обратимся к утвержде- 
нию B. Через точку (b, n), лежащую над огибающей, проходят графики двух 
экстремалей f, и fy» причем о’ < 9< и’, гдед, <0, — корень производной F”. 


При доказательстве утверждения в) было установлено, что точка (5, f~ (5) = 
U 


= (b, F (5)) лежит на огибающей, T. e. абсцисса точки касания графика экст- 
ремали f~ и огибающей равна b. 
о 


В п. 14 при исследовании огибающей мы установили, что абсциеса É точки 
касания графика экстремали |, и огибающей при v < 09 — строго убывающая 
функция y 

1—а=ЕГ (y), 


и тем самым строго возрастающая функция 9. Так как абсцисса точки касания 
графика экстремали f, и огибающей больше а и 5’ < 9, то она лежит в HH- 


тервале (а, b). Если 5” < 0, то абсцисса точки касания графика экстремали 
и огибающей больше b; если же v” >œ>0, то абсцисса точки касания меньше а; 
в обоих случаях она лежит вне интервала [а, 6]. Утверждение Б доказано. 
Отметим, что график экстремали fy» (É) при t € (а, b) является более пологим 


и расположен над графиком экстремали fy- 
Из двух экстремалей f, и fy» графики которых проходят через заданные 
точки (а, &) и (b, n), лишь одна, экстремаль |», сообщает строгий экстремум 


(а именно — минимум) функционалу Г на множестве Q, состоящем из функций 
класса Cin (A), принимающих положительные значения. Экстремаль |, не ae- 


ляется точкой экстремума. Последнее утверждение будет доказано ниже, в п. 28. 
16. Специальные случаи. Интеграл 


у x dy 
Ф (x) =si TA) a e 
А ya 


выражается в элементарных функциях только при х=1/п, п — целое. Случаи 


п=—2, —1, 1,2 допускают простую интерпретацию. Остановимся на них 
отдельно. 
1) Случаю п=—1, т, e. х=—1, отвечает функционал 
1 2 
I =| — V 1f (t) dt. 
= | oV HO 
При этом 


l | ЕН 
Фи | | с А 
хУу—1 x У1— и? 
Общий вид экстремали 
t —т \2 [1/2 
ro=e j- 


уравнение графика экстремали 
х2-- (— т) = #2. 


Таким образом, график экстремали — полуокружность с центром на прямой 
x=0 (рис. 14). Из результатов п. 13 следует, что существует единственная 


экстремаль, график которой проходит через заданную пару точек. Эта экстре- 
маль —точка минимума функционала на множестве Cin (A). Ee легко построить 
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геометрически: центр полуокружности лежит в точке пересечения прямой х=0 
и прямой, ортогонально пересекающей отрезок, соединяющий (а, &) и (b, n), 
в его центре. 

Рассмотренный функционал допускает интересную геометрическую интер- 
претацию. Точки аксиоматической плоскости Лобачевского можно реализовать 
как точки евклидовой полуплоскости {(, x), t& R, х>0}, причем длина 
кривой на плоскости Лобачевского, которой соответствует при этой реализации 
кривая Y, будет даваться криволинейным интегралом 


\ о 
ух 


Если кривая y является графиком функции f: A—> R, то длина кривой равна 
интегралу / ($): 


1 иг" ОР 
= ви © dt =I (f). 


ух 


Кривые, реализующие кратчайшее расстояние между парой точек в геометрии 
Лобачевского, в нашей реализации — дуги полуокружностей с центрами на 


Рис. 14. 


прямой х==0. Они, а также их вырождения при k=, T. e лучи t=T 
изображают прямые плоскости „Лобачевского. На рис. 14 изображен пучок 
полуокружностей, проходящих через заданную точку, расположенную вне 
заданной полуокружности, и не пересекающих эту полуокружность. На языке 
геометрии Лобачевского это соответствует пучку прямых, проходящих через 
заданную точку, лежащую вне заданной прямой, и не пересекающих эту прямую, 
т. е. параллельных ей. В геометрии Лобачевского прямая, проходящая через 
заданную точку, лежащую вне заданной прямой, и параллельная этой прямой, 
не единственна. Читателю, конечно, известно, что аксиоматика геометрии Ло- 
бачевского отличается от аксиоматики геометрии Евклида лишь этим моментом — 
неединственностью параллельной прямой. 
2) Случаю n= —2, т. e. x= —1/2, соответствует функционал 


1 ео орт 
[ = И 1 УЕ. 
A Уля VIHA 


Этот функционал уже рассматривался в связи C задачей о брахистохроне 
(см. п. 2). Функция Ф имеет вид 


1 а 
D G= \ TRE.. ETN 

x Tars 
Удобно перейти к новой переменной интегрирования 


ф 


y=sin? -5 , = =—<л. 
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После простых вычислений получаем 
Ф (x)= i sin? -5> : > ф=5 a > (@— sin p), 
Ф 


где x= sin? L ‚ О—ф=<л. Отсюда следует, между прочим, uro = n/2. 


В параметрической форме уравнение графика экстремали имеет вид 
-i № Tt 1 
x =k sin? о, в т |. 


Кривая на плоскости, заданная подобными соотношениями, должна быть 
известна читателю; это есть циклоида, т. €. множество точек, которые описы- 
вают фиксированная точка окружности радиуса k/2, катящейся по прямой 
х=0. Существует единственная экстремаль, см. N. 13, график которой проходит 
через заданную пару точек (а, &) и (b, n). Эта экстремаль сообщает строгий 
минимум функционалу I. Итак, брахистохрона существует и имеет форму 
циклоиды. 
3) Случаю п=2, т. е. х=1/2, соответствует а 


IA=] УГО V 1+ фа 


При этом 


Ф (x)= уе? У. 


t— rT \? 
ro=r hA SN 
Уравнение графика экстремали: 


(t — T)? = 4k (х—#), 


T. e график экстремали— парабола, директриса которой— прямая х=0. 
Экстремали пучка Моё имеют вид | 
р 


Общий вид экстремали 


sign v® (y) + = (t—a) 


yo 
t) => D1 
Е" 
причем и=У (|v |) =1-5?. Легко найти D41: 
D-1 () = 1 + 6/2. 


Поэтому 


lyt 
БОЕ (— а. 


Рассмотрим огибающую Cag пучка Mag. Параметрическое представление оги- 
бающей: 
х=ЕО (у), Е: a= —sign v -ЕГ (y). 


Вычислим функции Q и Г. Найдем прежде всего 0: 
2—х 


0) =—ФФ--Ф'® = у, 


далее 0 (хо) = — 9 (x), откуда 
l 
Q (x) = pe i 
Функция Г дается формулой 
(x) 2 
Г = — l o (xQ (х)) = —=. 
x та Ву 
Следовательно, огибающая имеет параметрическое представление вида 
1 2Е 
Х=Е ———, t—a=— 9. 
у—1 Уу—1 
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Исключая параметр, получаем 
4Ех E (Е в a)?, 


так что огибающая Cag —также парабола. 
Если точка (b, n) лежит над огибающей, то существуют две экстремали fy. 


и fẹ» U’ < V", графики которых проходят через точки (а, Е) и (b, n). Вторая 
из них fy» T. €. та экстремаль, график которой расположен выше и является 


более пологим, является точкой строгого минимума функционала l. 

В п. 77 будет показано, что графики экстремалей рассматриваемого функ- 
ционала суть кривые, по которым движутся на плоскости в поле потенциаль- 
ной энергии У =— x материальные точки. Направление оси x совпадает 
с направлением силы, действующей на материальную точку («силы тяжести»), 
ось É ортогональна направлению этой силы. Множество всех кривых, по KOTO- 
рым движутся на плоскости точки, нумеруется, как нетрудно убедиться, тремя 
параметрами. Множество графиков экстремалей функционала l содержит те из 
них, которые соответствуют фиксированной полной энергии. Пучок Мох соот- 
ветствует траекториям материальных точек, выбрасываемых из точки (а, Е) 
в различных направлениях с одной и той же полной энергией, т. е. с одной 
и той же величиной начальной скорости. Система координат выбрана так, что 
точка, выброшенная против направления действия силы, достигает точки 
(а, 0). Огибающая, ограничивающая область, достижимую параболами пучка, 
называется параболой безопасности. Та парабола пучка, которая между точками 
(а, Е) и (b, n) касается огибающей, называется навесной. Более пологая пара- 
бола называется настильной. 

4) Случаю п=1, т. e. х=1, соответствует функционал 


пр | FO Ут Oat 
При этом 
kyra 
D (8 = i У—1 * 
Удобно перейти к новой переменной интегрирования иу=сН ф 


Ф (x) = \ aa * dọ=—arcch х. 


Таким образом Ф-1 (1) =ch £. Общий вид экстремали 


t—T 
p 


f (ÉÈ)=kch 


Ее график — цепная линия. 

Интеграл / (f) равен деленной на 2л площади поверхности, которая обра- 
зуется в КЗ при вращении графика функции f:A— R вокруг оси абсцисс. 
Если точка (b, 1) лежит над графиком огибающей Cag», существуют две экстре- 
мали fyn |» 9’ <", графики которых проходят через (а, Е) и (b, n). Та из 


них, которая имеет более пологий график (экстремаль fyr) является точкой 
строгого минимума функционала I. 


$ 3. Вторая вариация 
Достаточные условия экстремума 


А. ТОЧКИ ЭКСТРЕМУМА И ВТОРАЯ ВАРИАЦИЯ 
17. Высшие вариации функционала. Пусть Е — квадратичная 
функция на В”: 
(=> jad ау. 
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Эта функция называется положительной (отрицательной), если 
(=) =0 (<0) при &= = R”. Она называется положительно (отри- 
цательно)-определенной, если Е (=) >0 (< 0) при 0, Е = В”. 
Если Е — положительная (положительно-определенная) функция, 
то (— k) — отрицательная (отрицательно-определенная) функция. 
Если k — положительно-определенная функция, то существует такое 
число и >0, что А(&)=и|ЕР. Матрица {аз}, ;=1,..., n, Фигури- 
рующая в определении функции k, может без ограничения общ- 
ности считаться симметричной, при этом она однозначно опреде- 
ляется функцией. Если ввести линейный оператор А в R” так, 
что {a;}— ero матрица, то ^ (5) = (АЕ, 8). Оператор А называется 
положительным, отрицательным, положительно-определенным или 
отрицательно-определенным одновременно с функцией К. Если 
оператор А обратим, то из его положительности следует его по- 
ложительная определенность. Симметричность матрицы {ан} соот- 
ветствует самосопряженности оператора А: (А& 1)=(&, An). 

Пусть функция и: Ор c В*— К дважды дифференцируема в He- 
которой точке а, внутренней точке множества D, и @u (а; И) — 
ее emopoŭ дифференциал в точке а— квадратичная функция OTHO- 
сительно h. | | 

1) Если a— точка минимума (максимума) функции u, то 
Аи (а; h) — положительная (отрицательная) квадратичная функция. 

2) Если а-— критическая точка функции и и @u (а; В) — nono- 
жительно (отрицательно)-определенная квадратичная функция, 
то а— точка строгого минимума (максимума) функции и. 

Утверждения l) и 2) хорошо известны читателю. Первое пред- 
ставляет собою необходимое условие экстремума; оно, в частности, 
позволяет отличать точки, которые могут быть точками мини- 
мума, от точек, которые могут быть точками максимума. Второе 
дает достаточное условие экстремума. Сформулированные утвер- 
ждения послужат образцом для пострсений настоящего параграфа 
наподобие Того, как связь между критическими точками и точ- 
ками экстремума функции послужила образцом для построений 
$ 1. Для того чтобы получить утверждения типа утверждений 1), 
2) для интегрального функционала, необходимо прежде всего 
обобщить на интегральные функционалы понятие второго диффе- 
ренциала. 

Пусть /— (общий) функционал на нормированном простран- 
стве Е. Введем, как и в $ 1, функцию 


ф (æ) =I (а-Е ом), 
где а, В — фиксированные векторы из E. 

Если функция ф г раз дифференцируема в точке 0, говорят, 
что функционал Г г раз дифференцируем в точке а вдоль век- 
тора h, а производную Ф”) (0) называют г-й вариацией функцио- 
нала I в точке а вдоль вектора В и обозначают 6’ (а; h): 


d” 
ôI (a; h) = T p (aœ) hie 
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Если функционал / г раз дифференцируем в точке а вдоль 
любого вектора h, говорят, что функционал I имеет г-ю вариа- 
цию в motke а. р 

r- вариация обладает следующим очевидным свойством одно- 
родноети: 

67[ (а; ah) = 76/1 (а; В), ае ВЮ. 


Пусть и: R? > R — функция, г раз дифференцируемая в точке а, 
тогда и имеет г-ю вариацию в точке а, причем 
ôu (а; В) = d"u (а; h). 
Пусть функционал / имеет г-ю вариацию в точке а, тогда функция 


ф (9) = 1 (а оп) г раз дифференцируема в точке а, и поэтому для нее имеет 
место формула Тейлора 


©) =Ф 0+ У" те O atto (a) 
’ погрешность ф, которой обладает следующим свойством: 
ap, (а) —>0 при @&-—>0. 


Переписывая формулу Тейлора для функции ф в терминах функционала /, 
BoNyTaN формулу Тейлора для функционала I 


I (a+h)=/ (а) +У я 6k] (а; В)-ЕГ, (а; h). (1) 


Погрешность Z, этой форгулы — функционал от В, который при фиксированном 


направлении вектора В, т. e. фиксированном единичном векторе =h! | h|, 
h0, рассматриваемый как функция or |В| удовлетворяет соотношению 


16 |7 Г, (а; В) —0 при №|-0. (2) 


Поясним переход от формулы Тейлора для функции ф к формуле Тейлора 
для функционала I. Если В=0, формула очевидна. Пусть h 0. Положим 


_ф (о) =1 (a+aĥ), тогда 
Ганю=га = (вр=ео-+ У" по O lho Ch) 
=1@ + У" ребе (а; В+, в) = 
= 18+ У" и 8; Ве, в). 


Формула Тейлора для функционала [ обладает одной слабостью по срав- 
нению с формулой Тейлора для дифференцируемой функции и: погрешность 
и; (а; В) формулы для дифференцируемой функции удовлетворяет соотноше- 
нию (2) равномерно относительно направления вектора h. Соотношение, харак- 
теризующее погрешность, может быть записано для функции и иначе: 


Ihu, (а; В) —0 при В->0. (2’) 


Указанная слабость формулы Тейлора при нашем определении дифференцируе- 
мости функционала, вообще говоря, не устранима, что, конечно, известно чи- 
тателю на примере функций и: В В. Определение дифференцируемости, 
которое приводит к формуле Тейлора с погрешностью, удовлетворяющей соот- 


ношению (2) равномерно относительно В, будет введено в гл. Ц, $ 1. 
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18. Высшие вариации интегрального функционала. Обратимся 
к интегральному функционалу на множестве С1 (А — В”): 


= 2 (Ь Е (0, Ё (0) аЕ 


Теорема. //усть Ге= X (А— В”); тогда функционал I имеет 
г-ю вариацию в любой точке, при этом 


CIE В) =\ Е (Ь Е, r (8); 0, №(0, №’ (9) 4. 


Здесь АГ. (1, x, у; dt, ах, ау) — дифференциал функции L в точке 
(Е, x, v). 
Второй дифференциал функции L имеет вид 


ГЕ, Xx, v; 0 ак 2) = 

DA i [Lrs (t, x, у) dxı dx;+2Lx v, (...) dx; du; + Го, (...) do: du ]= 
= (VxLx dx, dx)+(VvLx dx, Ау) - (VxLv dv, dx)+ (Ул dv, dv). 
Отметим, что операторы VxLx, VvLy (по поводу определения см. 
п. 8) — самосопряженные операторы в R”: 
(Ух[»х5, 1) ==(8, Ух), (Уи, 1) = (&, Ум); 

операторы VyLy и VyLy взаимно-сопряженные операторы: 

(УЕ, п) = (8, Vlan). 


Воспользуемся полученными выражениями для dL и распи- 
шем подробнее формулу для 0?Г: 


621 (8; В) = \, PLE T rA; 0, и (8, № (9) &= 
= Уи. я, 10, (ыы @- 
+2, C) hu (О (О-о, д] dt = 
= (a ГСУ» (é, 10, Р())в (9, в (9) (Ух...) В), h (+ 
Hyl Jh O, № (0) (У (...) 6" (9, h (Эа. (3) 
Условимся называть интегральные функционалы вида 


К (в) = \, (9 (ОВ (9, в(5)) 2 (В Oht), K (0) 
| + (P (t) b (t), h’ (1))] dt (4) 


квадратичными интегральными функционалами. 

В этом определении P, Q и К — заданные на интервале А OTO- 
бражения, значениями которых являются линейные операторы 
в R”. Задание подобных отображений (будем для кратности гово- 
рить об отображении P) эквивалентно заданию N? функций 
py : A— R; {py (И! — матрица оператора P (t). Отображение P будем 
называть непрерывным или непрерывно дифференцируемым, если 
непрерывны или непрерывно дифференцируемы все функции ри. 
Производной Р’ непрерывно дифференцируемого отображения Р 
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Судем называть отображение того же вида, что и Р, полагая 
матрицу оператора Р”({) равной {р:;(1)}. 

В определении (4) отображения P, Q и R условимся предпо- 
лагать непрерывными. Без ограничения общности можно считать, 
что значения отображений P и Q, т. e. операторы P (t) и 9 (И — 
самосопряженные операторы при всех {. 

Сравнивая формулу (3) для 021 (f; В) и определение (4) квад- 
ратичного интегрального функционала, видим, что функционал 
h— 02/1 (f; В) от аргумента В, рассматриваемый при фиксирован- 
ной функции f, является квадратичным интегральным функкиона- 
лом, причем P (t)=VYyL (t, 1(1), Г (1)), 9 = VL: (1, îi (t), ЕЁ (£), 
R (= У, (t, f(t), Г (1)). Если Ге? и ЁеС* то отображе- 
ния P, Чи R непрерывны. Если I E Qeg, то матрица {p;; (t)} не 
вырождена, [Е Л, иными словами, оператор P (t) при всех Ё обра- 
тим. Если [Е ФЗ и 1еЕС?, то P, Q и R непрерывно дифферен- 
цируемы. 

Доказательство теоремы. Введем функцию 


$) — Г(Е-Нав) = |, L(t, A+A), Р (д-ра! (0) dt. 


Подынтегральное выражение при фиксированных Ги h— функция 
на полосе {(t, ©): ЕЛ, œ €S R}, имеющая на этой полосе непре- 
рывную /г-ю частную производную по œ. Поэтому функция ọ 
г раз непрерывно дифференцируема и 
or 7 r 
P= | ar LE, КО-Еав (0, PE +oah' (t) dt = 
=f d L(t, (H +ah (t), (t) +ah' (t); 0, h(t), h (6) dt. 


Полагая œ =0, получаем утверждение теоремы. 

19. Вторая вариация и необходимые условия экстремума. Пусть 
I — функционал на нормированном пространстве Е. Пусть / имеет 
вторую вариацию в некоторой точке а. 

Теорема. Если а — точка минимума (максимума) функционала Г, 
то 0?[ (а; h) =0 (<0), где В — произвольный вектор из Е 

Доказательство. В предположениях теоремы функция 
ф (&) =1[(а-- ом) дважды дифференцируема в нуле, и нуль является 
точкой минимума (максимума) этой функции, поэтому 


ф” (0) = ô? (а; h) =0 (= 0). 


Будем называть квадратичный интегральный функционал К 
положительным (отрицательным) на множестве С* (А — В”), если 
К (В) =0 (<0) при всех h & С*(А — В”). Будем называть функцио- 
нал К положительно (отрицательно)-определенным на С*(А—В”), 
если К (В) >0 (<0) при всех В Æ0, Ве С"(А- В”). Если К — 
положительный (положительно-определенный) функционал, то 
функционал — К, равный в точке h — К (h), является отрица- 
тельным (отрицательно-определенным). Если неравенства =, <, 
> и < в предыдущих определениях выполняются не на всех 
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допустимых элементах множества Ст (А — R”), а лишь на элемен 
тах, принадлежащих Ci(A— В”), функционал К называется no- 
ложительным, отрицательным, положительно-определенным и 
отрицательно-определенным на множестве Су (А — В”). 

Далее в этом пункте /— интегральный функционал, I €E Q. 
Функционал / во всякой точке имеет вторую вариацию ô?’ (È, h). 

Вторая вариация в точке экстремума в задаче 
со свободными граничными точками. В точке мини- 
мума (максимума) Т функционала [ на пространстве С*(А -> R”) 
вторая вариация Ô?I (f; В) — положительный (отрицательный) квад- 
ратичный фучкционал на С* (А — В”). 

Сформулированное утверждение — непосредственное следствие 
теоремы. 

Вторая вариация в точке экстремума в задаче 
с заданными граничными точками. В точке минимума 
(максимума) 1 функционала I на мто сестве Сл (А — В”) 621 (f; В) — 
положите ний (отоица пельный} к‘адратичный функционал на 
Ci (A —> В”). 

Доказательство. Как выяснено B п. 6, формула g =1-НВ, 
в которой Г — фиксированная функция из С (А -— R”), а hu g— 
функции из С, (А—В”) и Си (А- R”), устанавливает взаимно- 
однозначное соответствие между С. (А — R”) и Си (A — В”). Co- 
поставим, следуя п. 6, функционалу T, ограниченному на 
Cn (А — В”), функционал ВП (В) на множестве С. (А — В”). 
Функционал lp имеет вторую вариацию в точке 0, причем 


6211 (0; В) = 821 (f; h). 


В самом деле, функция ф (@) = l; (ав) = 7 (f+ah) дважды диффе- 
ренцируема в нуле и ее производная дается формулой ф” (0) = 
= 0?/ (f; В). Если Г— точка экстремума функционала /[ на MHO- 
жестве Cgn (А — В”), то 0 — точка одноименного экстремума функ- 
ционала ft. Ссылка на теорему завершает доказательство. 

20. Вторая вариация и достаточные условия экстремума. В п. 19 
мы распространили на общие и интегральные функционалы необ- 
ходимое условие экстремума, известное для функций и: В*-> В 
(см. утверждение 1) в начале п. 17). Достаточное условие (утвер- 
ждение 2)) не может быть перенесено на общие и интегральные 
функционалы столь же непосредственно. 


Доказательство достаточного условия использует два существенных мо- 
мента. Во-первых, из положительной определенности d?u (а; В) следует оценка 


d2u (а; h) = p |h |2, и > 0. 


Во-вторых, для дважды дифференцируемой функции и имеет место равномер- 
ная оценка погрешности в формуле Тейлора 


u (a+h)=u (a) -+ du (a; В--5- Фи (a; h) м (a; b). 


Покажем, как оба эти момента используются при доказательстве доста- 
точного условия. Из равномерноети оценки погрешности вытекает, что для 
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произвольного числа #>0 найдется такая окрестность нуля U, что 
62| м2 (а; №) |! <= при h& U. Если а— критическая точка функции и и 
d2u (а; В) >0, h = 0, то 


и (а-- В) —и Фо d?u (а; В) | и. (а; = ВР —= ВВ 


при Ве U. Выбирая € так, что &=и/2 —# >> 0, получим и (а В) — и (а) = 
=. |Н |, h& U, откуда следует, что а— точка строгого минимума функции и. 
Если в критической точке а 4?и (а; В) — отрицательно-определенная функция, 
то — @u (а; В) = и|н. Естественные изменения в доказательстве покажут 
в этом случае, что а— точка строгого максимума. 

Хотя равномерная оценка погрешности не вытекает из того определения 
вариации, которое было введено выше, при определенных оговорках она имеет 
место для интегрального функционала (см. п. 32). Ни при каком u >> 0, однако, 
для квадратичного интегрального функционала не может выполняться оценка 
К (h) = в | В, (м. п. 21). 


Пусть К — квадратичный интегральный функционал 


К (в) = \\ (ОВ, в) 2 (АВ, h')+(Ph', h’)] dt; 


здесь ради кратности введены естественные сокращения в обозна- 
чениях. Ниже в этом пункте предполагается, что отображения Р 
и R непрерывно дифференцируемы, а оператор P (t) обратим при 
всех #, t EA. 

Оценка положительно-определенного квадра. 
тичного интегрального функционала на Ct (А — В”. 
Если К — положительно-определенный квадратичный интегральный 
функционал на С* (А — В”), то существует такое число u > 0, что 


К (в) =p f [ih O hatik ОВ] 4 (5) 


при всех h = C1 (A — R”). 

Из этой оценки вытекает 

Достаточное условие экстремума в задаче со 
свободными граничными точками. Пусть I E Qeg, г — 
стационарная точка функционала I и ®?I (f; В) — положительно 
(отриицательно)-определенный квадратичный функционал. Тогда f — 
точка строгого минимума (максимума) функционала Г на npo- 
странстве C! (А — В”). 

Доказательство достаточного условия. Достаточно про- 
вести доказательство для первого случая, случая минимума. Функ- 
ция L, которая определяет функционал f, трижды непрерывно 
дифференцируема. Поэтому для нее справедлива формула Тейлора 


L(t, х{+ Ах, у-- Ау) =Г(Ь, x, v)+dL(t, x, у; 0, Ах, Ду) -- 
+ > L(t, x, v; 0, Ах, Ау) -- 1, (6, x, у; Ах, Av), 
погрешность которой допускает представление 


l 3 м 
L(t, x, v; Ах, АУ) = 2 „pi [rrr (b № 0) Axi Axy Ахь + 
— Зо (t, X, У) Ах; Ах, Ау, —- ЗЁх оо, (Е, X, У) Ах; До, Ао, -- 


-f Ро, (f, X, У) Ду; До, Avg]. 
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Точки (х, У) лежат на прямолинейном отрезке, соединяющем 
(x, v) и (х-+Ах, УТ АУ). Для краткости мы не отметили в 060- 
значениях, что в каждом слагаемом точки (X, У), вообще говоря, 
различны. Пусть Эм — множество, введенное в п. 5 при доказа- 
тельстве теоремы 1. Положим 


] > > 
| sup | Lxxx (1, X, v) g 


igh / < п, tii УЕБм 


+3 зир | [ежи (8, Я, Я |330 | Дир, ( 8,9) |+ 
+ sup | Lojo; р, F) |. 
Если (f, x, У) и (1, х-{- Ах, У АУ) E Dy, то 


|La (f, x, у; Ах, Av) | < ам [| Ax P+] Ax |2 | Av {+ Ах ПА [2+1 Av [= 
= ay (| Ax |+ Av ) (Ax P+ | Ау). 


Оценим погрешность в формуле Тейлора для функционала T 
Г(Е-НВ) = 7) 61 (t; h)+ 5 ô? (f; В); h). 
Имеем 
(Е; h= 7, (6 #0, РЁ (0; в (0, №" (0) 4. 
Если |1 с: — М и [fha < М, то 
НО», ПО-+ВО», ПР Olo IP (AHE (b) jra <N. 
Поэтому при ||1|с: <N, И-П |с: <N справедлива оценка 
i В) |= \, | 15 (6, TO. Р ($); № (0, в" (9) 14 = 
< ay fa (ИВ (D lga +I (0) lga) (Ih ( Пк» ИВ’ (0) lka) dé < 
ас fa [Ih (lka +Ih (6 lga] dt. 


Учтем теперь, что при Ге 1, положительно-определенный 
функционал 021 (f; В) удовлетворяет оценке (5): 


627 (f; Вр, [Hh (DnH (| 4, в>0. 
Если Г— стационарная точка функционала I, то 
ГЕН) — = 0 (f; h) (i; = 
= [1/2 — ay ИИ, 1f4 [h (8 lka + (6) №] dt. 


Здесь предположено, что || flle <N, f+h |сз < М. Введем число N 
так, что удовлетворяется неравенство 2||1|с, < М. Если h при- 
надлежит М№/2-окрестности нуля, то || {|| с: < Ми |1 + Вс: < М, так 
что полученная выше оценка разности / (1-- В) — / (f) выполняется. 
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Пусть, наконец, 0<#<ц/2 и Ир— такая окрестность нуля, что 
для h & U 
ИВ [сз < min (N/2, ам (4/2 — =)}. 


I (Ë +h) — (==), [Ih (8 Ra + Ih ("| dé- 


Отсюда следует, что Î— точка строгого минимума функционала T. 

Оценка положительно-определенного квадра- 
тичного интегрального функционала на Су (А- В”). 
Если К — положительно-определенный функционал на простран- 
стве Су (А — В”), то существует такое число и >0, что выпол- 
няется оценка (5) при всех h ЕС (А — В”). 

Из этой оценки вытекает 

Достаточное условие экстремума в задаче с за- 
данными граничными точками (предварительный 
вид). Пусть I E RQieg и функция №, принадлежащая множеству 
Сы (А — В”), удовлетворяет условиям О6Г(; В)=0 при he 
ЕС, (A— R”), ô?/ (Г; В) — положительно (отрицательно)-опреде- 
ленный функционал на Су(А- В"). Тогда Г — точка строгого mu- 
нимума (максимума) функционала Г на Си (А - В”). 

Чтобы доказать последнее утверждение, следует обычным об- 
разом перейти от функционала / на С* (Л — В”) к функционалу 
Ё на С. (А—В”) и повторить применительно K fi, считая hech, 
построения, изложенные нри доказательстве достаточного условия 
В задаче со свободными граничными точками. Читатель, конечно, 
сможет сделать это самостоятельно. 

Итак, необходимым условиям экстремума и достаточным усло- 
виям экстремума в обеих экстремальных задачах для интеграль- 
ных функционалов придан такой же вид, как и условиям экст- 
ремума для функций на В*. Правда, при этом остался пробел: 
оценка (5) для положительно-определенного квадратичного функ- 
ционала пока не доказана. Изучению квадратичных интегральных 
функционалов и доказательству оценки (5) посвящена часть сле- 
дующего раздела и часть $ 2 гл. ПП (cm. пп. 25 и 62). 

Методы, которые будут использованы в пп. 25 и 62, сущест- 
венно различны. В п. 25 и в разделе Б вообще будет изучаться 
квадратичный функционал К на множестве Су (А -> В”). В соот- 
ветствии с этим оценка (5) будет доказана в п. 25 для положи- 
тельно-определенных функционалов на С, (А — R”). Метод будет 
существенно опираться на специфику интегральных функционалов 
и их связь с дифференциальными уравнениями Помимо доказа- 
тельства оценки (5) одновременно будет дан ответ на вопрос, как 
узнать, является функционал К положительным или положитель- 
но-определенным. Это позволит придать условиям экстремума 
в задаче с заданными граничными точками более эффективный вид. 

Построения гл. II] в меньшей мере зависят от специфики HH- 
тегральных функционалов и позволят получить оценку (5) и для 
множества C! (А -—> R”) и для множества С. (А — В”). 
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Тогда 


Б. КВАДРАТИЧНЫЕ ФУН КЦИОНАЛЫ 


21. Условие Лежандра. Для всякого линейного оператора А 
в В” справедлива оценка 


| ASISTAN TAIS (Ува). 
{а} — матрица оператора А. Докажем оценку: 
| 28 |2 = У; (У, ах Е;)* = Dga Ув =] АЙ. 
Из оценки следует | (АЕ, &) | = | А& IHI I = АН 12. 


Если P — отображение А - {множество линейных операторов в R”}, 


TO 
(РОЗ, DISIPIP где IP 1= sup {P (ОЕ 

Пусть 
К (в) =\, [(Qh, в) + 2 (Ев, в’) (Рь’, в’) 4 


— квадратичный интегральный функционал. Выберем и зафик- 
сируем некоторую гладкую функцию 0:В — R, отличную от нуля 
лишь на интервале (—1, +1), но не равную тождественному нулю. 
Если т — фиксированная точка интервала (а, b), то при достаточно 


малом # > 0 функция 8—8 (=) равна нулю вне (а, b). Поэтому 
вектор-функция 


h (£) = 6 (==) A (6) 


где Е — фиксированный вектор из В”, может рассматриваться как 
элемент С, (А-> В”). Вычислим К (h): 


К (в) =\, [Q (0, &) £20? (5) - 2e (В (0$, 6 (5) 6” (s) + 
+(P (HE, Е (s)] dt = Ko (h) Кв (h) + Kp (h), 
где положено S= £87} (—т). Оценим введенные здесь слагаемые: 
[Ко (h) | < e? sup | (Q (05, 5) |a 67 (s) df < e” IQ ИР 82 (5) as, 
|Kr (h) | < 2= 1 RIIE] $p 18 (9) 0° ($) | ds, 
|Кр (h) | < РИЕР\, | 0° ($) | ds. 
Интегралы ls 92 ($) dt, {a 18 (5) 0’ (s)|dt и а 0’ (5) 4Ё заменены на 


интегралы по всей оси, так как функция 6(5) равна нулю вне 
интервала А. Объединим оценки: 


[К (h) |< = (1+8 27) (IPIHQIHRDIE Ра, 
а=\ [02 ($) +210 ($) 8’ ($) +60” (s)] ds. 
| 57 


Легко найти норму функции h вида (6): 
[И], =зир ИВ (ви зир Ih" (В |, = € sup 16 (s) 15 II + sup |8 (s) || $l. 


Отсюда 
РВ |18” (s) |I & |= II h llc. 
Объединим оценки для К (В) и Ilh: 
|K (В) | == (1-Е 2-Е =?) РАНА ННАр bIh lè, 


здесь b =a (sup |0’ ($) | )-2. 


Лемма 1. Не существует такого числа и >0, что при всех 
h €= Ci (A —> В”) выполняется оценка |K (В) |= и | [6:, а следова- 
тельно, и оценка К (В) = и | [[:. | 

Доказательство. Допустим, что число и > 0, о котором 
говорится в лемме, существует, тогда на элементах вида (6) 


и [В |6: = |K (В) |< (1-+- =?) 1 Р]--] 9-е [с:. 
Сравним крайние члены этого неравенства: 
и=—< = (1-Н=- =?) ]Р]--191--]Крь. 


Ввиду произвольности € подобное соотношение невозможно. Лемма 
доказана. 
Вернемся к вычислению K (h) и применим к интегралу Кр (h) 
теорему о среднем 


Кр (в) =(Р (ОЕ, & |, 0” (5) dt =e (P (Ñ$, $) fp 0” ($) ds, 


через { обозначена некоторая точка из интервала (т—в, T+8). 
Так как | 


|Ко (в) |+|Kpr (bh) |= e? (1 +e) 49-Е, 
c = f p (82 ($) + 218 (s) 0’ (5) | ) ds, 
TO 


K (h) =e (P (Ď 4, $) Ík 0 (s) &- К, (h), 
|K; (В) | < =? (1 +e) 191-] Крис. 


При достаточно малых € ввиду непрерывности P знак числа К (В) 
совпадает со знаком числа (P (т) &, &). 

В силу свойства однородности К (ав) =а?К (h), œ е= К, значе- 
ния функционала заполняют всю полуось (— со, 0], если они со- 
держат хотя бы одно отрицательное число, и всю полуось [0, со), 
если они содержат хотя бы одно положительное число. 

Лемма 2. Если интервал А содержит такую точку t, что для 
некоторого & == R” (P (1) Е, &) >0 (< 0), то значения функционала 

на пространстве Су (А — В”) содержат всю полуось [0, со) 
((— со, 0]). Если функционал К положителен на Су (А -— R”), то 
оператор P (t) положителен при всех [ЕЕ АД. 
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где 


Первое утверждение леммы доказано выше в предположении 
1 = (а, b). Если (P (4, &)>0 при 1=а или t=b, то в силу 
непрерывности P найдется такое t€ (а, b), что (P (ВЕ, &) >0. 
Если функционал К положителен, то неравенство (P (1) &, &) <0 
невозможно ни при каких E A n == В”, поэтому (P (ВЕ, &) = 0, 
т. e. оператор P (f) положителен. 

Условие Лежандра. 1) Пусть I е= Q?. В экстремальных 
задачах обоих типов в точке минимума (максимума) Т оператор 
VyLy (t, Г(, Г (£)) положителен (отрицателен) при всех [Е А. 

2) Пусть Ге О. В экстремальных задачах обоих типов 
в точке минимума (максимума) È оператор Ул (1, Î (t), Г (1) no- 
ложительно (отрицательно) определен при всех [Е A. 

Действительно, в точке минимума вторая вариация ô?/ (f; В) — 
положительный функционал на С. (А —> В”) в обоих типах экстре- 
мальных задач. После этого замечания условие Лежандра выте- 
кает из леммы 2. 

22. Евклидовы пространства. Оценка (5) может рассматриваться 
как указание на то, что при изучении квадратичных интеграль- 
ных функционалов на множестве С1 (А — В”) вместо стандартной 
нормы целесообразно в качестве нормы функции f брать число 


(ЗА EO ga HIE (0) laldt)”. 


Такой выбор нормы на множестве С1(А — R”) отвечает no cy- 
ществу заданию на нем более детальной структуры, чем струк- 
тура нормированного пространства, а именно структуры евкли- 
дова пространства. 

Векторное пространство Е, упорядоченной паре x и у элемен- 
тов которого сопоставлено вещественное число (X, у), называется 
евклидовым пространством, если выполняются условия: 

1) (x, у) = (у, x) (симметричность); 

2) (иж: Easa у) = ед (к, Y) +c (Xo, y) (билинейность); 

3) (x, х) =Q (положительность); 

4) (x, х) =0 равносильно х=0 (невырожденность). 

Число (х, у) называется скалярным произведением векторов х 
и у, а условия 1) —4) — аксиомами скалярного произведения. 

Всякое евклидово пространство становится нормированным, 
если положить 

||х || == (x, x). 


Из аксиом нормы в проверке нуждается лишь неравенство тре- 
угольника. Предварительно докажем неравенство Коши 


|(х, У) |= | х ПУ. 


Пусть x0 и че R. Тогда (ах у, ах у) —=0, что с помощью 
аксиом |) —2) может быть переписано следующим образом: 
и? (x, х) | 2а (x, у) | (у, у) =0. Ввиду произвольности Œ должно 
выполняться неравенство (x, у)? — (x, х) (у, у) =0, равносильное 
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неравенству Коши. Обратимся к неравенству треугольника: 


|х--у|? = (x+y, x+y) = (х, х) 2 (х, у) (у, у) = 
= x l? +2 xH y -1y Е = (x I+ ПУ). 


Неравенство треугольника доказано. 

Простейшим примером евклидова пространства является про- 
странство В” со стандартным скалярным произведением. В даль- 
нейших построениях будут фигурировать два функциональных 
евклидовых пространства: H (A — В”) и Н'(А-— В”). 

Пространство Н (А — R”) состоит из непрерывных функций 
f: А — В”. Скалярное произведение определяется формулой 


(f, н=\ а (f (1), g (1)) р dt. 


Аксиомы скалярного произведения выполняются очевидным об- 
разом. Норма имеет вид 


Ен = (ДА ИЕ E) № dt). 


Непрерывная функция Ё: А — В” может рассматриваться и как 
элемент пространства С (А —> В”) и как элемент пространства 
H (A — К”), при этом 


На == | Ас, [A|=b—a. 
В самом деле, 
И = fa hE O Ra dé = sup И Olka lA L=] A И. 


Пространство Н состоит из непрерывно дифференцируемых 
функций Г: А -> В”. Скалярное произведение и норма имеют вид 


( 9a =f [4 (0), gret (0, g (0) в] 4 
HFa = ($, E СА) lha HIE (0 haladt). 


Нормы в пространствах С! (A— R”) и Н!(А-> В”) связаны Hepa- 
венством 
| ПЕ < | A № с. 


Так как |1}: — квадратичный интегральный функционал, то из 
леммы | п. 21 следует, что оценка ц||1|с:—<|И[н: невозможна 
ни при каком и >0. 

Подпространство пространства АЯ? (А —> R”), состоящее из эле- 
ментов множества С, (А — В”), обозначим Ну (А — В”). Оно само 
является евклидовым пространством. 

23. Уравнение Штурма — Лиувилля. Пусть К — квадратичный 
функционал на Ct (А — В”). Вычислим выражение К (5 + В): 


К (g+h) =f (Q (ев), g+h)+2(R(8+h), g' +h) + 
+ (P (g' +h’), g'+h')]dt =K (g8)+2B (g, h) +K (h); (7) 
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здесь положено 


2B (g, h) = $, [(Qg, В) - (Qh, 5) 2 (Rg, h’) + 


+2 (Rh, g')+ (Pg, h')+(Ph', g')]dt. (8) 
Учтем самосопряженность операторов Q (t) и P (t): 
В (g, h) = |, [(Q8+R*g', h)+(Rg+Pg', h')]dt. (8) 


В этой формуле R* — отображение, значение которого в точке # 
равно оператору R* (1), сопряженному к оператору R (#: 


(К (05, 1) = (5, К* (i)n). 


Число В (5, h) можно рассматривать как значение некоторого 
отображения В, заданного на упорядоченных парах (g, h) функ- 
ций g, h & С! (А > В”). Это отображение будет называться били- 
нейным интегральным функционалом на Ct (А — R”). Термин ‹«би- 
линейный» означает, что функционалы В - В (5, В) и g— B (g, h) 
(аргументом первого считается h, g фиксировано; аргументом BTO- 
poro считается g, h фиксировано) являются, очевидно, линейными 
(интегральными) функционалами. Функционал В обладает также 
свойством симметричности: 


В (g, В) =B (h, g), 


которое немедленно следует из представления (8). Из соотноше- 
ния (7) заключаем, что функционал К имеет во всякой точке 
вариацию любого порядка, при этом ÔK (f; В) =2В (т, h), ôK (f; В) = 
= 2K (h), &K =0 при г>2. Из формулы (8’) следует также, что 


K (h) =B (h, h). 


Как и всякий интегральный функционал, линейный и квадра- 
тичный функционалы непрерывны на пространстве C1 (A — В”). 
Покажем, что линейный и квадратичный интегральные функцио- 
налы непрерывны также на пространстве H! (A — В”). 

Ограниченность линейного функционала. Для 
каждого линейного интегрального функционала L существует ma- 
кое число с, что 


| Г. (В) | < clha, h& А" (А- В"). 
Доказательство. Функционал L дается формулой 


L (в) = f, [(& (0, В (2) - (в, (£), h’ (0)] dt. 


Каждое из двух слагаемых справа можно рассмотреть как ска- 
лярное произведение в H (А — В”). Применим к этим скалярным 
произведениям неравенство Коши 


|L (В) | < |l go lla Ilh lla + Il g: lla НВ" la. 
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Правую сторону можно рассматривать как скалярное произве- 
nenne в В?. Применим к нему неравенство Коши 


|L (В) | = (I go lèr +11 g1 lè) (Ih Е Ièr)" = 
= (H go lèz + Il g 18) Ilh Ilan. 


Ограниченность L доказана. 
Непрерывность L следует из нее: 


ЕЕ) — L (В |= |L (h) | <c || h llan. 


Ограниченность билинейного функционала. Для 
каждого В существует такое число с, что 


`В (g, В) |= сб: В+. 


Доказательство. С небольшими изменениями можно вос- 
пользоваться планом доказательства предыдущего утверждения 


| В (g, h) |= fa IQHH g (6 lir» || И (2) llr +1 ВИ (£ В (О 
+Ig (О вл ИВ (É п) Е ТРИ” (lga lih (É lga] dt < 
> la llh la ЕР К lla h la +1 g Ila lh la) + 

+P IIg lla lb lla < max 19], IRI, PD x 
x (Igla Ihla + ig la llb la +ig lla Па +ig Па llh’ Ila) = 
| <2 max (19) IRI, [P D Ig lla ИВ Пе. 
На последнем шаге использовано неравенство 
аб аб’ а’ +a b’ <2 (a2 а’?! (b? 4- b2), 
Непрерывность функционала К следует из ограниченности B: 


|K (ЕВ) — К (| =1|28 (f, В +K (В) |= 2|В (6 h)|+|B (h, В) |< 
< 2c |f Виа elh вы (2 Иа-Иа) Ин. 
В дальнейшем в этом разделе будет предполагаться, что отобра- 
жения Ри R непрерывно дифференцируемы. 


Если © С*, то во втором слагаемом формулы (8’) можно 
проинтегрировать по частям: 


B(g, В) =\ (08) (0, В(0) „а! -- (Р8’-- 88, h)ga |a 
Здесь 


(9 O=—5 (P Og AHR OMAH ROL A+A gA). 


Символ lg, lg & C (A— R”), можно воспринимать как результат 
действия некоторого линейного дифференциального оператора l 
на функцию g == С? (А — R”). Полученное выражение для В (5, h) 
можно записать короче: 


В (в, В = (8, hju +(Pg' +Rg, Вал - (9) 
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Это соотношение иногда называют предварительной формулой 
Грина. Если h = C, формула (9) принимает вид 


В (5, В) = (5, Юн. (9’) 
Если g, Пе= С?, то наряду с (9) имеем | 
B(h, g)= (lh, Эн-+(РЬ’ + КВ, Эл | д. 


Вычитая последнюю формулу из (9) и используя симметричность 
В, получаем 


(ig, П)н — (5,М)н = |(Ph' + КВ, 8)" — (РЯ’-К&, В) "|. (10) 
Это соотношение иногда называют формулой Грина. 
Обозначим через D (А — В”) множество функций f & С? (А — 


— R”), удовлетворяющих условию Г (а) =0, 1(5) =0. 
Формула (10) при g, h D принимает вид 


(lg, h)a = (5, Ш)н. (10°) 


Формула (9) может рассматриваться как проинтегрированная 


форма первой вариации для функционала К. Нетрудно убедиться . 


что 
[8] =28, p[g]= 2 (Pg + Кв). 

Уравнение Эйлера для функционала К имеет вид 

8—0, (11) 
Особенностью уравнения (11) является его линейность. 

При п=1 
а P i 
(tg) () =— g (P Og (6) + q6) g (8, 


здесь положено q=q— r’. Сокращая обозначения, будем также 
писать 
ат В В 
lg = — (pg'Y +48. 

Уравнение Эйлера при п=| известно читателю под названием 
уравнения Штурма — Лиувилля. Отметим еще, что в случае п =1| 
можно с помощью интегрирования по частям несколько упростить 
выражения для Ви K: 


В (в, п) = f lggh+r (gh +g'h)+ ре’ @ = (| agh + 
TE pg'h' | m \ ‚(дай -Е ре’п’) ай | ав 
К (h) = f, (gh? + ph'?) dt + rh? |a. (12) 


Некоторые свойства решений уравнений Штурма — Лиувилля 
известны читателю из теории дифференциальных уравнений. 
Пусть p(t)Æ0 при t& A. Все решения ‘уравнения № =0 при- 
надлежат классу С? и могут быть описаны формулой g = оф + py, 
в которой & и В — произвольные числа, а ф и ф— линейно-неза- 
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А’ 


висимые частные решения, удовлетворяющие, например, условиям 
ф (а) =0, ф’(а)=1, ф(а)=1, ту ’(а)=0. Общий вид решения, 
удовлетворяющего условию g (а) =0, таков: 


g = аи, 


где и-— какое-нибудь ненулевое частное решение, удовлетво- 
ряющее условию и(а)=0, а а — произвольное число. Последняя 
формула показывает, между прочим, что корни ненулевого реше- 
ния и, удовлетворяющего условию и(а)=0, не зависят от KOH- 
кретного выбора этого решения. Если решение и не обращается 
в нуль в точке 6, то принадлежащее множеству Р (А) решение 
уравнения [2—0 единственно: 5 =0. В противоположном случае 
множество таких решений образует одномерное векторное про- 
странство: © = и. Из единственности решения задачи Коши сле- 
дует, что никакое ненулевое решение и уравнения Штурма — Лиу- 
вилля не обращается в нуль в той же точке, что и его произ- 
водная и’. 

24. Необходимые условия положительности К. План дальней- 
шего изложения в этом разделе таков. В ближайших пунктах 
в терминах поведения решений уравнения lg =0 получены кри- 
терии положительности и положительной онределенности функ- 
ционала К на Су(А- R”). В качестве следствия установлена 
оценка (5) для положительно-определенного функционала на 
С, (А — R”) и даны новые, более эффективные условия для точек 
экстремума интегрального функционала в задаче с заданными 
граничными точками. В заключение эти условия применены 
к примерам, рассмотренным в § 2. Подробные доказательства 
критериев положительности и положительной определенности при- 
ведены ради краткости лишь при n=l, в общем случае мы 
ограничиваемся формулировками. 

При п=1|, согласно формуле (12), 


K (h) = |, (Gh? + ph'?) dt + rh? |a - 

Лемма 2 п. 21 утверждает, в частности, что для положитель- 
ности К необходимо р (1) —=0, t& A. В тех точках, где коэффи- 
циент р обращается в нуль, решения уравнения Штурма — Лиу- 
вилля приобретают особенности, вид которых зависит от характера 
аннулирования коэффициента р. Рассматривая ниже функцио- 
нал К при п=1, мы будем считать, что р (1) == 0 на интервале A. 
В этом случае для положительного функционала К p(t)>0O, 
t EA. 

Лемма 1. Если u €D (A) u lu=0, то К (и) =0. Если функ- 
ционал К положителен на Су(А), то множество функций и, на 
которых он обращается в нуль: К (и) =0, совпадает с множе- 
ством решений уравнения lu =Q, принадлежащих D (А). 

Первое утверждение следует из формулы (9’) и равенства 
К (1) =В(й, 1). Если функционал К положителен, то функция 
и, удовлетворяющая соотношению К (и) =0, является точкой мини- 
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мума функционала. Согласно необходимому условию экстремума 
(см. п. 8), u & D(A) и удовлетворяет уравнению Эйлера lu =Q. 
Лемма доказана. 

Условие р © 0 положительности функционала, К носит локаль- 
ный характер. Нижеследующее условие является более тонким. 

Лемма 2. Если функционал К положителен, то ненулевое 
решение и уравнения 1и= 0, удовлетворяющее условию и (а) =0 
не обрашается в нуль на интервале (а, 6). 

Переходя к доказательству, рассмотрим функцию #-— o; (0, 
[Е Л, определяемую при фиксированном Л, ле R, уравнением 
((—Л) ф.=0О и начальными условиями $» (а)=0, фл (а)=1 
(штрих обозначает производную по аргументу 1). При А=0 
функция ф) превращается в ненулевое решение задачи lu=0, 
и (а) =0. Допустим, что функция и обращается в нуль в точке 
с, лежащей на интервале (а, b): и (с) =0. В этом случае функция 
ф’ при достаточно малых A также обращается в нуль в некото- 
рой точке г(/), лежащей на интервале (а, b), удовлетворяющей 
условию г (0) =с и непрерывно зависящей от À. 

Корень г(^) определяется уравнением фу (г (^)) =0. Если 
функция (t, Л) >. (1 в окрестности точки (с, 0) непрерывно 
дифференцируема и выполняется соотношение Qo (с) = и” (с) = 0, 
то можно сослаться на теорему о неявной функции и утверждать, 
что корень существует и обладает указанными свойствами. 
Соотношение и’ (с) ==0 очевидно, а непрерывная дифференци- 
руемость функции (1, à)— p, (Г вытекает из общей теоремы о 
зависимости решений дифференциального уравнения от параметра 
(см. Приложение 1). 

Фиксируем достаточно малое число А и рассмотрим на интер- 
вале [а, 6] функцию | 


ф (0, а=<#=<г(»,, 
g0=] О. =: hb. 


Функция g непрерывна на fa, b] и непрерывно дифференцируема 
на интервалах [а,г(^)] и [г(^), b]. В точке г(^) производная 
функции g имеет разрыв первого рода. Производная Q; не может 
обращаться в нуль в точке г(^), ибо в этой точке равна нулю 
сама функция ф». Итак, функция g не принадлежит С' (А), так 
что функционал К не определен на ней. Однако интеграл 


(a (qh? + ph?) dt, 


дающий значение функционала на функции из проетранства 
СТ(А), сохраняет смысл, если вместо A подставить в него функцию g. 
Рассмотрим этот интеграл: 


(a (922 ра") dt = \"® (qo + рф?) dt = 
= O — M p + ppi] adt +A f” pldt. 
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Интеграл \"®[(4 —^) $ + рф] 4Ё имеет вид квадратичного интег- 


рального функционала на С. (а, г (^)). Так как функция o, yao- 
влетворяет уравнению Эйлера для этсго функционала (1 — À), =0, 
то в соответствии с леммой | интеграл равен нулю. Поэтому 
справедливо соотношение | 


(a (922- pg?) dt=A\7™ qadt. 


Отсюда следует, что при отрицательном À K(g)<0. Если бы 
функция g принадлежала множеству С,(А), такое неравенство 
противоречило бы положительности функционала К. Это проти- 
воречие означало бы, что решение и не может иметь корней на 
интервале (а, b). Выше было отмечено, однако, что функция g 
не принадлежит мнсжеству Су (А). 


Введем более обширное множество С,(А), которому принад- 


лежит функция g. Множество С,(А) состоит из функций A— R, 
непрерывных на А и имеющих на А кусочно-непрерывную произ- 
водную. Напомним, что функция называется кусочно-непрерывной 
на Л, если она непрерывна всюду на А, кроме конечного числа 
точек, которые являются для нее точками разрыва первого рода. 
Аналогично можно ввести множество С, (А —> В”) вектор-функций 
А — R”, каждая координата которых принадлежит С1(А). Вводя 
на С*(А > В”) скалярное произведение той же формулой, что 
и в пространстве H? (А -> В”), получим евклидово пространство 
Н1 (A— В”). Подпространство этого пространства, состоящее из 
функций, удовлетворяющих условиям Е (а) =0, (6) =0, обозна- 
чим А! (А — В”). Функция g принадлежит Н» (А). 

Множество М метрического пространства Е называется плот- 
ным множеством, если произвольная окрестность каждой точки 
пространства Е содержит точку из М. 


Множество Су (А) — плотное множество в пространстве H} (А). 
Доказательство этого и родственных ему более сильных утвержде- 
ний приведено в Приложении 2. 

Функционал К можно считать заданным обычной формулой 


на пространстве Н'(А > В”). Он непрерывен на этом простран- 
стве; доказательство буквально повторяет доказательство непре- 
рывности А на Н1(А-— В”). 

Благодаря непрерывности на пространстве H(A) значения 
функционала К имеют в некоторой окрестности точки g тот же 
знак, что и число К (g). В этой окрестности содержится элемент 
Г из С, (А) и, следовательно, К (7) <0. Лемма 2 доказана. 

25. Критерии положительности и положительной определенности. 

Теорема 1. Для того чтобы функционал К на множестве Су(А) 
был положителен, необходимо и достаточно, чтобы da g реше- 
ние уравнения lu =Q, удовлетворяющее условию и(а)=0, не имело 
корней на интервале (а, b). 
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Доказательство. Необходимость установлена выше. 
Пусть решение и не имеет корней на интервале (а, 6). Пока- 
жем, что в этом случае для h = Сь(А) справедливо соотношение 


K= | p Ofe o-ant ar, 


откуда следует, что К (h)=œ0. Интеграл справа имеет смысл, так 
как отношение А/и имеет в точках аи 6 конечный предел. 
Докажем объявленную формулу 


ричи) а (ph? — 2 = hh ри) dt= 
=h [w+ p y mtp rldi Ç [pne e reai 
=, (2+9) dt=K (h). 


Переход от второго к третьему члену в этой цепочке основан на 
интегрировании по частям в среднем слагаемом, внеинтегральный 
член равен нулю в силу условий Й (а) =0, 1 (5) =0 

Теорема 2. Для того чтобы функционал К на множестве Ci (А) 
был положительно определен, необходимо и достаточно, чтобы 
ненулевое решение уравнения ш=0, удовлетворяющее условию 
и (а) =0, не имело корней на интервале (а, b]. 

Доказательство. Необходимость вытекает из усло- 
вия положительности и того факта, что на решении и, имеющем 
корень в точке b, в соответствии с леммой | п. 24 функционал 
К аннулируется. Докажем достаточность. Пусть решение u 
не имеет корней на интервале (а, 6]. Тогда 


К (h) = | ри =E h} dt. 


Если К (1) =0, то м — #0. Отсюда следует h = и, где % — 


произвольная постоянная. Так как Й (5) ==0, это равенство воз- 
можно лишь при &=0. 

Лемма. Для того чтобы функционал К на пространстве Су (А) 
был положительно определен, необходимо и достаточно, чтобы 
при некотором ци > 0 выполнялось неравенство 


K (h) =y $, W? (0 dt. (13) 


Доказательство. Из неравенства следует, что при К (A)=0 
функция h постоянна. С учетом условий В (а) =й (5) =0 это озна- 
чает, что А=0. Достаточность установлена. Обратимся к 
необходимости. Пусть функционал К положительно опреде- 
лен. Тогда ненулевое решение и уравнения /=0, удовлетво- 
ряющее условию и(а)=0, не имеет корней на интервале (а, b]. 
Пусть u — положительное число, причем в s= an p (t). Рассмотрим 

= 


решение Yu уравнения — ((р— и) Ypa) - 9$, =0, удовлетворяющее 
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условиям 4, (а) =0, (а) =1. Функция fpo (1) не имеет корней 
на интервале [а, 6]. В силу теоремы о зависимости решений 
дифференциального уравнения от параметров функция (t, и) — $, (2) 
непрерывна при t E&A, и<штр. Поэтому при достаточно малых 
и функция épa (Г также не имеет корней на интервале A. 
Уравнение для функции Yy является уравнением Эйлера для 
квадратичного функционала 


К (п) — u | ,h’?dt. 


При достаточно малых и выполнено установленное выше условие 
положительной определенности этого функционала. Следовательно, 
при таких | 


К (h)— u | В’? =0. 
Лемма доказана. 
Неравенство (13), очевидно, выполняется, если q —=0. Это озна- 


чает, между прочим, что при 9—0 ненулевое решение уравнения 
ш = 0, удовлетворяющее условию и (а) =0, не обращается в нуль 
на интервале (а, 6]. 

Условимся говорить, что функционал K равномерно положи- 
menen на пространстве Нь (А — В”), если существует число u > 0, 
такое, что 


К (п) = ив, ВЕН, (А- R”). 


Теорема 3. Функционал К является положительно-определенным 
на множестве C(A) тогда и только тогда, когда К равномерно 
положителен на пространстве Нь (А). 

Из теоремы 3 вытекает оценка {5) для положительно-опреде- 
ленного на Cå (A) функционала К. 

Доказательство. На множестве Су (А) справедлива оценка 


Ар, 
ром” | WO dt. (14) 


Действительно, пользуясь неравенством Коши на H ([а, ć]), имеем 
А = (ий (т) dey - (11 - В’ (т) dt) — (fdr W ADES 
< (t —a) |h” (£) dt. 
Интегрируя это неравенство, получаем (14). Из (14) следует 
И = (1 =. | a° Oat. 
Если функционал К положительно определен, то в силу (13) 
К (h) = УИ», 


где у=и(1--|А 2/2). Таким образом, положительно-определен- 
ный функционал равномерно положителен. Положительная опре- 
деленность равномерно-положительного функционала очевидна. 


68 


Результаты, полученные выше для функционала К при п=1, 
непосредственно переносятся на случай nœ l. Доказательства 
не содержат новых идей, это позволит ограничиться лишь форму- 
лировкой новых утверждений. 

Если функционал 


К (в) =|, КОВ, в) 2 (КВ, h')+(Ph', №’) & 


положителен на Су (А — В”), то при всех t Е А положителен опера- 
тор P (t). Чтобы исключить появление особенностей у решений 
уравнения Эйлера 


(0 =— PO AHR OEO HR Og ADEA) =O, 


будем предполагать, что при всех [Е А оператор P (t) обратим. 
Для положительного функционала это означает, что оператор 
P (t), [= А, положительно определен. 

Решения уравнения lu =Q, удовлетворяющие условию и (а) =0, 
образуют п-мерное векторное подпространство в 27-мерном прост- 
ранстве всех решений. Обозначим это подпространство М (а). 
Аналогично вводится подпространство М (6) решений, аннулирую- 
щихся в точке b. Подпространство N определяется как пересе- 
чение № (а) и М№(5), т. e. как множество решений, аннулирую- 
щихся в а и b. Размерность №, dim М, может быть заключена 
между нулем и п. Наконец, введем пространство М (а, t), элемен- 
TAMH которого являются значения в точке Ź вектор-функций из 
N (а). Размерность М (а, t) также заключена между нулем и п. 

Если функционал К положителен на С(А- R”), то мно- 
жество аннулирующих его вектор-функций совпадает с М. Для 
того чтобы функционал К был положителен на Су(А-— В”), 
необходимо и достаточно, чтобы при всех t = (а, b) выполнялось 
dim N (а, t)=n. Для того чтобы функционал К был положительно 
определен на С, (А- В”), необходимо и достаточно, чтобы coom- 
ношение Чт М (а, t)=n выполнялось при [е(а, b]. Для того 
чтобы функционал К был положительно определен на Су (А — В”), 
необходимо и достаточно, чтобы он был равномерно положителен 
на пространстве Ну (А — В”). 

Отсюда вытекает оценка (5) для положительно-определенного 
на С, (А — В”) функционала К. 

26. Уравнение Якоби. Сопряженные точки. Пользуясь резуль- 
татами предыдущего пункта, придадим окончательный вид описа- 
нию точек экстремума интегрального функционала [ на множестве 
С (А-— В”) в терминах дифференциальных уравнений. Будем 
предполагать, что Ге Qie. При этих условиях функционал I 
имеет вторую вариацию 6?/ (Г; В), которая является квадратичным 
интегральным функционалом 


921 (f; В) = f, [(VxLx (t, t, РВ, В) +2 (Ух (...)В, В’) -+ 
+ (У (...)h', h')] dt. 
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Если Ге С?, то операторы | 
У«[х (t, E(D, РЁ (1)), У» (Е, 1 (8), C) и Vlot, E(x), 6) 


зависят от Í непрерывно дифференцируемым образом; кроме того, 
оператор VyLy (t, (1), Г (1)) при t & А обратим. Точка экстремума # 
функционала / на множестве Cn (А —> В”) принадлежит С°. 

Уравнение Эйлера для второй вариации 071 ({; В) функцио- 
нала / имеет вид 


Е ИО МА 
-F VaLa pi .) 5] == 


Оно называется уравнением Якоби для функционала / на функ- 
ции f, ГЕ С?. 

Точка Е называется сопряженной (по Якоби) точкой к точке а 
на функции Т, Те С*, если dim М (а, < п, т. e. если уравнение 
[ш =0 имеет ненулевое решение из М (а), обращающееся в точке # 
в нуль (по поводу обозначений см. конец п. 25). Сопряженную 
к а точку часто обозначают а*. Для того чтобы вторая вариация 
021 (1; h) была положительным (отрицательным) функционалом 
на множестве Су, необходимо и достаточно, чтобы оператор 
Ул (t, T (£), Г (7)) был положительно (отрицательно) определен, 
а интервал (а, b) не содержал точек, сопряженных к точке а 
на функции Î. Для того чтобы вторая вариация 61 (f; h) была 
положительно (отрицательно) определен функционалом, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы оператор Ул (t, (£), Г (1)) был 
положительно (отрицательно) определен, а интервал (а, 6] 
не содержал точек, сопряженных к точке а на функции 1. 

Необходимые условия экстремума в задаче 
сзаданными граничными точками. Для moeo чтобы функ- 
ция Î была точкой минимума (максимума) функционала [ на mno- 
жестве СЁ (А — В”), необходимо, чтобы È удовлетворяла следующим 
условиям: 

1) Те С? (А-> В”); 

2) L[f]=0 (уравнение Эйлера); 

3) Г (а) =Е, #(6) = (граничные условия); 

4) оператор Ул, a. î (i), Г (1)), tE A, — положительно (отрица- 
тельно) определен (условие Лежандра); 

5) интервал (а, 6) не содержит точки, сопряженной к точке а 
на функции Т. 

Условия 1), 2), 3) получены в п. 8, условие 4) — в п. 21, усло- 
вис 5) получено в начале настоящего пункта как необходимое 
условие положительности (отрицательности) второй вариации 
ô°’I (f; h). Требование положительности (отрицательности) propon 
вариации получено B п. 19. 

Достаточные условия экстремума в задаче с 
заданными граничными точками. Пусть функция Е 
А — R” удовлетворяет следующим условиям: 
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1) Те С°; 

2 И = 

3) =, f(b) = 

4) оператор Ул (t, î (t), Г (1)), tE А, положительно (отрица- 
тельно) определен; 

=- 5) интервал (а, b] не е содержит твики, сопряженной к точке а 
на функции 1. 

Тогда f — точка строгого минимума (максимума) функционала l 
на множестве С (А — В”). 

Доказательство опирается на достаточное условие, полученное 
в п. 20. Напомним его: если функция Ê & Са, (А —> В”) удовлетво- 
ряет условиям: 6/ (f; В) =0 при h €& Co (A — R”) и 62/1 (f; В) — nono- 
жительно (отрицательно)-определенный функциснал на Co (А — В”), 
то Г — точка строгого минимума (максимума) функционала / на Са». 

Из предположений 1), 2) и теоремы 3 п. 5 (проинтегрирован- 
ная форма вариации) следует, что 6/ (f; В) =0 при h € Ci. Пред- 
положение 3) означает, что Те Cn. Наконец, предположения 4) 
и 5) обеспечивают полсжительную (отрицательную) определен- 
ность ô?/ (f; h) на Сь(А — В”). 

27. Уравнение Якоби — уравнение в вариациях. Пусть F(t, x, 
уУ,..., У”) — непрерывно дифференцируемая вектор-функция 
A X R” xR” x... х R”— R”. Рассмотрим порождаемое ею отобра- 
жение С” (А — R”) > С (А > R”), сопоставляющее функции f функ- 
цию F (t, f (1), Г (1,..., E (1)). Уравнение для нулей этого отобра- 
жения 


FETO, EO, ..., №? (1) =0 


есть не что иное как дифференциальное уравнение порядка г; сами 
нули отображения — решения дифференциального уравнения. Пусть 
решение { гладко зависит от параметра &, т. e. задана непре- 
рывно дифференцируемая вектор-функция Î(t, &) е В”, (t, a) = 
& AX, причем Î (t, &) как функция от £ при каждом @ — peme- 
ние уравнения. Производная В (= (Е, 0) удовлетворяет линей- 
ному дифференциальному уравнению 


ВАТУ (2, ЕП), e.. E) (був, (Е 
+2: F t, Е, ..., EO (MAP (050, 


где #(1) =1(1, 0). По отношению к исходному это линейное урав- 
нение называют уравнением в вариациях на решении Г. Его зна- 
чение определяется тем, что функция 1-В, где f— решение 
исходного уравнения, а В — малое решение уравнения в вариациях, 
близка к некоторому решению исходного уравнения. Оказывается, 
уравнение Якоби есть уравнение в вариациях по отношению 
к уравнению Эйлера. В самом деле, пусть 


VL (t, f, Ё) — 5 VL В, Г) =0 
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— уравнение Эйлера. Составляя уравнение в вариациях, получаем 
уравнение Якоби 


Уи УГ, (t, f, P) hit Vrlo, (t, f, РВ] — 
-5D У, (t, f, E) h-t Volo, (t, f, В) =0 


Вернемся к обсуждению достаточных условий экстремума для 
интегрального функционала /. Пусть f & Сы — экстремаль функ- 
ционала /. Согласно теореме 5 Приложения l, на интервале A 
определен пучок Mag экстремалей, графики которых проходят 
через точку (а, &), т. е. определены решения Ta, =: y ypaB- 
нения Эйлера с начальными условиями Р(а, V=}, В, (a, vj=v, 
v& В” и достаточно близко к вектору =Ť (а): ПУ— |< =. Рас- 


смотрим матрицу Якоби Fo (t, v)} отображения v->Î(t, v), 
в этом отображении t считается фиксированным. Каждый столбец 
(fio, TAE ее, fno, (Е, v)) матрицы Якоби — решение уравнения 


Якоби на и Е (Е, У). Множество этих столбцов — базис 
в пространстве Ny a решений уравнения Якоби, удовлетворяю- 
щих условию и (а) =0. Это видно из начальных условий 


(реа, D= E= eha D =] n 


Следовательно, линейная оболочка столбцов матрицы Якоби совпа- 
дает с пространством М,(а, t), элементами которого являются 
значения в точке { решений из М№, (а). Сопряженные к а точки а* 
характеризуются тем, что dim M, (а, а*) < п. Это неравенство 
выполняется тогда и только тогда, когда якобиан равен нулю: 


det {fio, (a*, у)} = 


В частности точки, сопряженные к а относительно экстремали Г, 
определяются уравнением 


det {fiv (а*, 5) =0 


Полученные результаты допускают геометрическое описание. 
В (n+ 1)-Mepmom пространстве точек (f, Xx) рассмотрим множе- 
ство Cag, определяемое уравнениями 


x=} (t, v), det {f (t, v)}=0, (15) 


где ЕЛ, |уУ—5|<е. В типичном случае Co есть п-мерная 


поверхность, гиперповерхность. Если график экстремали Î(-, 
не имеет общих точек с множеством Cag, то интервал À не содержит 
точек, сопряженных на Î(-, v) к точке а. Если график экстре- 
мали имеет общие точки с множеством Cag, то первые компоненты 
этих точек (абсциссы этих точек) — точки, сопряженные к а. При 
п=1 уравнения, определяющие Cag, имеют вид 


а Tt e0 
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В типичном случае Саё — огибающая графиков экстремалей пучка. 


Если график экстремали |(., v) не имеет точек касания с oeu- 
бающей, то интервал А не содержит точек, сопряженных к а 
на данной экстремали. Если график имеет точку касания с oeu- 
баюией, то интервал А содержит точки, сопряженные к а. 


28. Примеры. Применим результаты предыдущих пунктов к примерам, рас- 
смотренным в § 2. Там изучался функционал вида 


гр Р-Р? O) dt, пы. 


Функционал l считался заданным на открытом множестве Q в пространстве 
С1(Д), состоящем из положительных функций. Так как Г, x, v) = 


S: 
= x4 (1+4) 2 >0, то точки экстремума функционала на множестве 
2 N Cin (A) могут быть лишь точками минимума. Поведение экстремалей paz- 


лично при х<бих> 0. 
Пусть х < 0. В этом случае существует единственная экстремаль, принад- 


лежащая множеству ОП СЕТ (A) (см. п. 13). Множество точек, удовлетворяю- 
щих уравнениям (15), при x < 0 пусто, огибающая пучка отсутствует (см. п. 14). 
Поэтому при х< 0 экстремаль — точка строгого минимума. В частности, 
экстремаль — точка строгого минимума в задаче о кратчайших на плоскости 
Лобачевского (пример 1), п. 16) и в задаче о брахистохроне (пример 2), п. 16). 

Сложнее обстоит дело при х > 0 (см. п. 15). На этот раз графики экстре- 
малей пучка Mag имеют огибающую Cag (см. п. 14). Если точка (b, n) лежит 


v 1 
под огибающей, то экстремаль, принадлежащая множеству Q Cén, не суще- 
ствует. Если (b, n) © Cag то подобная экстремаль единственна. Если точка 


(b, n) лежит над огибающей, экстремалей, принадлежащих множеству Q fN Cn, 
две: fy и for График экстремали f,» является более пологим, над интерва- 


лом (а, b) он расположен выше графика экстремали f, (см. п. 15) и не имеет 
над (а, b] точек касания с огибающей. График экстремали f,» напротив, имеет 


над интервалом (а, b) точку касания с огибающей. Это значит, что на экстре- 
мали f,» интервал (а, 6] не содержит точек, сопряженных к а, а на экстре- 


мали fẹ, содержит сопряженную точку. Следовательно, экстремаль }„— точка 
строгого минимума функционала на множестве 9 ПС}; экстремаль fy, не 


me 

является точкой экстремума. i 

Результаты предыдущих пунктов не позволяют ответить на вопрос, будет 
или нет точкой минимума экстремаль, график которой проходит через 
точку (b, 1), лежащую на огибающей С„.. Точно так же нельзя без дополни- 
тельных рассмотрений ответить на вопрос, будет или нет точкой минимума 
критическая точка а функции u:Rk—R, второй дифференциал которой 
4?и (а; В) положителен, но не положительно определен. В этом случае при- 
ходится исследовать поведение в точке а третьего и четвертого дифференциалов. 
В настоящей книге мы не будем обсуждать условия на точки экстремума для 
интегральных функционалов, содержащие вариации, порядок которых выше 2. 

Если можно в квадратурах построить общее решение уравнения Эйлера, 
можно построить в квадратурах решение уравнения Якоби на любой экстре- 
мали. Для этого достаточно продифференцировать решение уравнения Эйлера 
по входящим в него параметрам. Имея явное представление для экстремалей 


f (t, v) пучка Моё, можно получить явное решение уравнения Якоби на экстре- 
малях пучка, удовлетворяющее условию и (а) =0. 
Уравнение Эйлера для функционала I имеет вид (см. п. 11) 


fP =x (1--[2). 
Составляя уравнение в вариациях, получим уравнение Якоби 
fR" -Н АГ = 2f h. [ 


Общий вид экстремали 


нова. 


Производные по параметрам ти k дают два линейно-независимых решения 
уравнения Якоби: 


__ $81 &—й мы и. 
hı > (e (tT— t) sinx (1) P 
k 


—r! т 
h, (M) =} —sign x т y (п я 


В этих формулах справа f= f (0. 
Пусть х=1. Тогда 


f C= kech г 


Уравнение Якоби имеет вид 


[—т l 
Е a ai 
частные решения: 


d L BE, EE 
AERE Na т— 1 T T— t 


Г a AE p * 


Экстремаль i пучка Mag, удовлетворяющая условию Г (а, v)=v, была 
обозначена в п. 13 через fw» так что fy (=f (t, v). Частная производная 
Я (1, v) Gyaru Г по параметру у=ёЁ/Ё, связанному с U соотношением Y = 


= dear, вычислена в п. 13: 


E [у 
ghe noy 


=sign (#— 1) $11 vsign x 0 (y) — 8 | Г (t; о) $ 


С \ 
Pe м 


определение функции 0 см. в п. 12. Производная Г u) обозначена в п. 13 
через Fy (v). | 


Пусть, в частности, х= (см. пример 3), п. 16). Экстре али пучка Mag 


даются формулой 

1-H o? 
45 

Решение уравнения Якоби, удовлетворяющее условию и (а) =0, и’ (а) =1, 

имеет вид 


Ро =Е-о@—а)- ((—а)?. 


и (t) =» (t, o)=(t—a) +5 (t — a}. 


2: 
При о<0у этой функции есть корень а* > а: 
а* =а—2ё/о 


Корень а* —точка, сопряженная к точке а на экстремали | (-, V). 


ГЛАВА II 


УСЛОВНЫЙ ЭКСТРЕМУМ 
КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Содержание главы группируется вокруг двух основных воп- 
росов: задач на условный экстремум ($ 2) и экстремальных задач 
для интегральных функционалов, зависящих от функций несколь- 
ких переменных ($ 3). В обеих задачах применяются методы, 
которые можно рассматривать как естественное развитие методов 
предыдущей главы. В связи с задачами на условный экстремум 
часто приходится пользоваться теоремами типа теоремы о произ- 
водной сложной функции и типа теоремы о неявной функции. Уже 
для функции R? — В дифференциальное исчисление можно строить 
по-разному, отправляясь от понятия производной вдоль вектора 
или от понятия дифференцируемости в точке. Упомянутые теоремы 
проще формулировать и доказывать с помощью понятия диф- 
ференцируемости. Аналогично обстоит дело и для отображений 
нормированных пространств. Вариант дифференциального исчис- 
ления для отображений нормированных пространств, основанный 
на понятии дифференцируемости в точке, и его связь с понятием 
вариации вдоль вектора изложены в $ 1. Здесь же затронуты и 
некоторые другие вопросы дифференциального исчисления, кото- 
рые находят приложения в теории интегральных функционалов. 
Стоит отметить, что отображения нормированных пространств 
определяют те естественные рамки, в которых действуют основ- 
ные идеи дифференциального исчисления; систематическое изложе- 
ние можно найти в [1]. Так как идеи, с которыми встретится 
читатель в $ l, знакомы ему на примере отображений В*-> В, 
некоторые доказательства, идущие по классическим образцам, 
будут опущены. В $ 4 описана связь вариационного исчисления 
с механикой; с момента возникновения вариационного исчисления 
и до сих пор эта связь оставалась неразрывной и существенно 
влияла на развитие как вариационного исчисления, так и общих 
принципов механики. 
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$ 1. Дифференцируемые отображения 
нормированных пространств 


29. Линейные и билинейные отображения. Отображение F : E — Е 


(Е, E — метрические пространства) называется непрерывным 
в точке а, a E E, если для любой окрестности У точки Е (а) cy- 
ществует такая окрестность U точки а, что Е (х) Е\ при 
всех x == (И. Отображение F называется непрерывным (на простран- 
стве Е), если F непрерывно во всех точках пространства. 

В п. © было показано, что интегральный функционал I непре- 
рывен на пространстве C? (А — R”). 

Основной идеей дифференциального исчисления является идея ап- 
проксимации общего отображения в окрестности фиксированного 
аргумента линейным отображением. 


Отображение l: Е > Е (E, Е-— нормированные пространства} 
называется линейным, если оно обладает следующими двумя свой- 
ствами: 

1) l (&1Xı +F QoXo) n æl (xı) + aal (x2), 4, Q E R, Хх, хе Е 
(дистрибутивность); 

2) существует такое число с, что для любого Xx E E справед- 
ливо неравенство |1 (х) |= с!х| (ограниченность). 

Отметим, что для линейного отображения [(0) =0. 

Примерами линейных отображений могут служить линейная 
функция [: В*® > В, линейный оператор А: В*— R” и линейный 
интегральный функционал L на пространствах С*(А-— В”) и 
H! (А — В”). 

Общий вид линейной функции l: В * > В т. e. функции В*- В, 
удовлетворяющей условию дистрибутивности, таков: 


1()= У, жа =(х, 6), =l ..., ве R. 


Поэтому |[(х)|=|(х, 5)|=|х| |||. Общий вид линейного опера- 
тора А: В*-> В», т. e. отображения В^*-> R”, удовлетворяющего 
условию дистрибутивности, таков: 


k k 
Дх = pra ; Qij Kjo se., bra 1 Bati h 


{ант ..., п произвольная матрица (матрица оператора A). 
Я РЕ 
Поэтому 


I Ах |= | Ах 
см. п. 21. 


Ограниченность линейного интегрального функционала на 
пространстве НЁ (Л -> В”) установлена в п. 23: 


"ДВ ==. 


Так как |@|н: <A] flc, то функционал L ограничен и на 
пространстве С1 (А — К’). 
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В общем случае отображение, обладающее свойством дистрибутивности, 
не обязательно ограничено. 


Произвольное линейное отображение непрерывно, что следует 


из оценки 
Г (а- В) — (а) |= (h) == сви. 


Вместо слов «линейное отображение» иногда будем писать 
короче — «оператор». Аргумент линейного отображения нередко 
не будет заключаться в скобки и вместо [(х) будет использо- 
ваться запись ÍX. 

Множество всех отображений Е > Е можно превратить в BEK- 
торное пространство, полагая 


(Е. Рь) (х) = Е, (х) + Р. (х), (@ЕР)(х) =а Е (Хх). 


Линейные отображения образуют в этом пространстве подпрост- 
ранство. Оно превращается в нормированное, если положить 


ИЕ|= sup ИЕ(х) 1. 
RIES 


Конечность числа ||[|| следует из ограниченности отображения l, 
причем ИГ| —=с, где с — постоянная в условии ограниченности [. 
С другой стороны, при x 0 


Виж (тихи т) [< 1х! sue, ИС 


так что || [(х) | = Их |. Это неравенство не зависит от предполо- 
жения х=>20 и показывает, что ||[|| можно охарактеризовать как 
наименыиую постоянную с в условии ограниченности l. Читатель 
без труда самостоятельно проверит аксиомы нормы. Построенное 
нормированное пространство обозначают L (Е Ek 

Пусть E — нормированное пространство. Обозначим через Е? 
множество, элементами которого являются упорядоченные пары (X, у) 
элементов пространства Е. Рассмотрим отображение b: Е* > Е. 
Его называют билинейным, если оно обладает следующими двумя 


свойствами: 
1) b (их: F бх.,у) = Qb (хи, У) Qb (Xo, У), 


b (X, оу: H222) = а 16 (X, у) НВ (X, Y2), 


Qi, Q E R, Xi, Xo, У, У», ЕЕ (дистрибутивность); 
2) существует такое число с, что для любой пары (x, y) = E? 
справедливо неравенство ||6(х, у)|=< с ху! (ограчиченность}. 
В этом определении координаты X и у пары (Xx, у) можно 
считать принадлежащими разным пространствам: X = E, yE E. 
Множество подобных пар обозначается E XÆ. Таким образом, 


можно рассматривать билинейные отображения b: Ех E, — Ë. 
Общий вид функции 6:(В*)? > В, удовлетворяющей условию 
дистрибутивности, таков: 


Ь (х, у) = рр bxy; = (Вх, У), 
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{bik i=1, ..., k — произвольная матрица, В — оператор в В*, coor- 
ветствующий этой матрице. Имеем, очевидно, |b(x, y) < 


—=|ВИху|, так что 6 — билинейное отображение. 
ij | 
Билинейный интегральный функционал В на множестве 


C1 (А — В”) был введен в п. 23. Там же показано, что он огра- 
ничен на пространстве Я? (А —> R”), а следовательно, на простран- 
стве С (А — В”). Таким образом, билинейный интегральный функ- 
ционал — билинейное отображение Н1 (А В”)—В и С(А—>В”)-> В. 

Множество билинейных отображений 6: E?— E является BeK- 
торным пространством; его легко превратить в нормированное, 


полагая 
lbļ= sup  |b(x, У)|. 
Ixl ПУ < 


Обозначим это нормированное пространство L, (E — Е). 

Каждому билинейному отображению b можно сопоставить OTO- 
бражение b e L (E — L (E — Е)), т. e. линейное отображение, cono- 
ставляющее каждой точке X € Е линейное отображение b (x): E—> È. 
Отображение Ь (x) имеет вид 


b(x)y=b(x, У). 


Проверим, что Ь (x) = (ЕЕ). Так как дистрибутивность ясна, 
следует установить ограниченность 6(х):|68 (х)у|=|6 (х, у)! = 
= с|х|у|= (с1хИ|У|. Остается проверить, что b (x) зависит от x 
как линейное отображение, т. е. опять-таки установить ограни- 
ченность: |6 (х) |= sup |6(х, у) |= зир 1х Пу|==с|х(. 

пи < [У |<! 


Отображение А: Е->Е называется квадратичным, если суще- 
ствует такое билинейное отображение b: Е*-> Е, что 


k(x)=0 (X, £). 


Примерами квадратичных отображений могут служить квадра- 


тичная функция #(х)= У. ау на R? и квадратичный инте- 
гральный функционал на Н!(А — R”) и С*(А-— В”). 

Билинейное отображение b называется симметричным, если 
оно удовлетворяет соотношению b (x, у} =6 (у, x). 

Пусть А — квадратичное отображение. Существует единственное 
симметричное билинейное отображение b, такое, что k(x) =b (x, x). 


Существование подобного отображения b очевидно: если b, — такое 
билинейное отображение, что Е(х)=ь:(х, x), то k(x)=0b (x, x), 
где D(x, = (bı (х, у) | 6, (у, х))— симметричное билинейное 


отображение. Единственность следует из формулы, которая позво- 
ляет восстановить симметричное отображение b по отображению k: 


D(x, уд [k(x +y) фк — У]. 
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Для проверки вычислим правую сторону: 


Е (х-- у) —^(х—у) =6 (ху, ху) —6 (х-у, х— у) = 
=b (x, х) НВ (у, у) Ь(х, у) В (у, x)—b (x, x)—b (y, у) 
+b (x, у) +b (y, x)= 4b (x, y). 


Билинейный интегральный функционал В, введенный B п. 23, 
симметричен и связан с квадратичным функционалом К соотно- 
шением К (1) =В (t, К. 

Отметим в заключение одно важное свойство конечномерных 
нормированных пространств и заданных на них линейных отобра- 
жений. 

Лемма (об эквивалентности норм в конечномерном пространстве). 
Пусть |1 и |: —0ве нормы на конечномерном векторном npo- 
странстве Е. Существуют числа и >0 и у>0, такие, что 


ц[хь—=|хрь=у|х, xE E. 


Доказательство. Достаточно доказать утверждение для 
того случая, когда в качестве |. выбрана какая-либо конкретная 
норма |-lọ В самом деле, если 


арх [= хр = м [хр = |x le < хр, 
то 
= хр < vinzi x lo. 
Фиксируем в Е базис е,..., €n и обозначим через ху, ..., Xn 
координаты вектора х: х = У,х:е;. Легко видеть, что 


[x l = (Xaxi) 
— норма в пространстве Е. Формула x= Ņ;x;e; и определение 


нормы |х | позволяют отождествить пространство с нормированным 
пространством R”. Пусть |. | — произвольная норма, тогда 


[x=] Уи <= У|хей= Уи хе |= max lel У; [х, | = 
< тах | e| (£1) | х =V п тах |e; || xlo- 


Итак, |x|< n max le; | х\№. Эта оценка означает, что х-> |x| — 
1 


непрерывная функция в нуле относительно нормы |:|. Так как 
|х| — |а|=|х—а|, то х>|х| непрерывна на Е. На множестве 
точек х, удовлетворяющих условию |х |, =1, которое тождественно 
сфере в К” (ограниченному и замкнутому множеству в В”), функ- 
ция х->|х| положительна и, следовательно, в силу непрерывности 


1х! = и >>0. Это значит, что для любого x Æ 0 |- =p, откуда 


[Xio 
|х| = и|х\. Лемма доказана. 

Из леммы следует, что любая окрестность нуля (а значит, и 
любой точки) относительно нормы |.! содержится в некоторой 
окрестности нуля относительно нормы {.|, и, в свою очередь, 
содержит меньшую окрестность нуля относительно нормы |- |5. 
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Отсюда можно заключить, что все конструкции, связанные с поня- 
тиями экстремума и непрерывности в конечномерных простран- 
ствах, не зависят от выбора конкретной нормы. Не зависят от 
выбора нормы и предстоящие построения, пня к понятию 
дифференцируемости. 

Всякое отображение E— È, заданное на конечномерном npo- 
странстве Е и удовлетворяющее условию дистрибутивности, — 
линейное отображение. В самом деле, пусть е,..., €n — базис 
в E. Введем норму |-| и проверим ограниченность l относительно 


|. b: 


Hxi= H Ebe] = El le | = Ух lel 
< mR KODHAES п me |Z (e:) Их. 


30. Дифференцируемые отображения. Отображение F: E —> Ë 


(E, Е — нормированные пространства) называется дифференцируе- 
мым в точке а, если существует такое линейное отображение 


F' (а): Е > È, что 
Е (a +h) =F (а) +F’ (a)h +F; (а; В), (1) 


где Р,(а; h) обладает следующим свойством: отображение h—> 
— | пГ"/Р (а; h), доопределенное нулем в точке В =0, непрерывно 
в этой точке. 
Охарактеризованное выше свойство РЁ, (а; h) будем кратко 
изображать записью 
F, (а; h)=0 (11 }. 


Отображение, дифференцируемое в точке a, непрерывно в этой 
точке. 

Соотношение (1) однозначно определяет отображение Е’ (а). 
В самом деле, пусть кроме (1) выполняется соотношение 


F (a +h) =F (а) + Gh +G, (а; h) 


с каким-либо линейным оператором G :E— È, a С, (а; В) =о (|h ]). 
Тогда 
l (h) =2’ (а) В — С (h) = G, (а; В) — F; (а; h) 


и, следовательно, l — линейное отображение, обладающее свойством 
l (h)=0 (h|). Рассмотрим при œ >0 функцию 


ф (x) =a | Г" (о) |, 


предполагая h фиксированным, И 5-0. Функция p постоянна в силу 
линейности Í : 0-1 |h |1 | [ (а) | =œ! | h j~ æl (h) | = |h |- (В) |. С apy- 
гой стороны, ọ(&)—> 0. Действительно, если | | = % |h | достаточно 
мало (этого можно добиться за счет малости &), то ф (а) < в, 
€ — произвольное положительное число. Итак, (œ) =0. Тем самым, 
ВР (a): 

Линейное отображение Ё’(а) называют производной отобра- 
жения Е в точке а. Вектор F'(a)h называют дифференциалом 
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отображения F в точке а (отвечающим вектору В) и обозначают 
также dF (а; h): 
dF (а; В) = F (а) В. 


Отображение F называют дифференцируемым (на простран- 
стве Е), если Е дифференцируемо во всех точках. Если отобра- 
жение F дифференцируемо, то наряду с ним может рассматри- 
ваться отображение x—>F (x), заданное на Е и принимающее 
значения в пространстве L (Е В. Это отображение обозначается F” 
и называется производной отображения F. Отображение F назы- 
вают непрерывно дифференцируемым, если определено и непре- 


рывно отображение F': E —L (E — Е). 

Примеры. 

1) Для функций f: В > К дифференциал равен df (а; 1) =? (а) А, 
где f (a) — классически понимаемая производная функции ] в точке Q: 


, i Е Г (а) 
=] 
F (а) S 


Таким образом, в классическом смысле производная f'(a) есть 
число, а в смысле введенного выше определения (а) есть линей- 
ное отображение h — F (а) A. Выявленная двусмысленность термино- 
логии не создает трудностей, так как из текста всегда ясно, 
в каком смысле используется термин «производная». 

2) Рассмотрим вектор-функцию и: В *-— В”. Ей соответствует 
задание п функций от А переменных: X= (X1, ..., Xp) — и (Хх) = 
= (м. (х),..., Un (х)). Из дифференцируемости отображения и в точке а 
следует существование частных производных Uiw, (а), [=1,..., A, 
|=1,..., ® Производная и’ (а) — линейный оператор ЁВ*-> В”, 
матрица которого, называемая матрицей Якоби отображения и 
в точке а, имеет вид 


{lix (a)k:=ı, pesg e 
j веки 
В частности, при n= | 


и’ р их, (а) №, =(Уи (а), h). 


Понятие дифференцируемости и дифференциала в случае ай 
R? — В совпадает с известным из начал анализа. 

3) Отображение м: К —Е, Е-— нормированное пространство, 
будет называться путем. Производная м’ (а) пути — отображение 
К Е. В силу линейности м’ (a)h=hw (a)l. Вектор м’ (а) 1 
часто обозначают короче у’ (а) и по аналогии с примером 1) также 
называют производной пути в точке а. 


4) Если [+1 (Е 2), то [— дифференцируемое отображение 
и его производная постоянна: Г’ (х) =. 

Непрерывная дифференцируемость интеграль- 
ного функционала I на пространстве С" (А - В”). 
Если I E 42? (А — R”), то I непрерывно дифференцируем, при этом 
di (i; В) = 6/ (f; h). 
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В том же объеме заключение верно при меньших предполо- 
жениях: достаточно считать, что / = Q!. Мы предполагаем, что 
[= Q? ради некоторого упрощения доказательства. 

Докажем дифференцируемость функционала Г. Рассуждая 
так же, как И при доказательстве достаточного условия ‘экстре- 
мума в задаче со свободными граничными точками (см. п. 20), 
получим 


L(t, х-+- Ах, у Ау) =Г.(Ё, x, у) +dL(t, x, v; 0, Ах, Ау) + 
+ 11 (Е x, v; Ах, АУ), 
где при (t, x, v), (t, х-- Ах, у-- Ау) ЕО)м 


[Li (6, x, v; Ах, ДУ) | = by (lAx|? +2 | Ах || Ау| + 1АУР) = 
= by (| Ах {+ | Av |)? 
H 


Dy = x| sup | Lisi (t, X, v) | + sup | Lxiv; (+, х, v) | T 


151, j <n; (х, VEDy 
+ sup a ali, X, v) ||. 
Если |1 |< М и lIf+hi< N, то 
|Z Е-НВ) — 7 (f) — 61 (f; В) |=| $, Li (t, E, # (0; he, h (D) di] < 
= 6м fa (h (HIHIH (0 0 & < bn | А |. 
Таким образом, при |1 |< М, |È+h|<N имеет место представ- 
ление 
Г(Е--В) = 7 (9) 61 (f; h) +7, (f; h), 
J (f; В) |= АВЕ. 


Так как интегральный функционал В — 6/ (f; В) (f — фиксировано) — 
линейное отображение, из полученного представления следует, что 
функционал I дифференцируем, причем dI (f; В) = 6/ (f; h). 

Отметим, что обозначение /’ (f), введенное в п. 5, согласуется 
€ обозначениями настоящего пункта. 

Докажем, что отображение I : С! (А — В”) -> В непрерывно диф- 
ференцируемо, т. e. функционал Г’(Г) непрерывно зависит от 1. 
В п. 23 для линейного функционала 


L (h) = fa [lgo (0, № (0) + (g: (0, h’ (0) dt 
была получена оценка 
IL (В) |= (|80 l4 +| gia) Ihla. 
Следовательно, 


|L (h) |< (l go lH +I g lH) [А [№ с: = 
< y2 | А |max { [50 [с, |9, с}! Ih |c: 


[11—21 А | тах {|560 |с, [81 lc} 


где 


и тем самым 
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Применим эту оценку к функционалу I (#-- В) — 7 (f): 
РЕВ) — Г (91 = 
<? А| max f sup | УГ. (t, РЫБ РЕ E Wiin 
sup | У, (t, НВ, РВ’) — VyL (t, f, h) jra}, 
А 
Если |1|, ИВ] = N, то 


РЕВ — Г (|= И 2 А| см, 
где 


ow = maz (ль, 3 [ашан (6% J|, 
[sup T t, X, v) | + sup Eao (+ х, v) ||}. 


Из этой оценки следует непрерывность /”. 

31. Сложная функция. Пусть заданы отображения G: Е, —> Е. 
иР:Е.—>Ез. Их композицией (или сложной функцией) называют 
отображение Н:Е, — Ез, определяемое формулой H (х) =Е-С (х)). 
Композицию обозначают H =Е-(. Если F и С — операторы, т. e. 
линейные отображения, то вместо К.С обычно пишут Р.С или 
FG и вместо слова «композиция» используют слово «произведение». 
Отметим следующие свойства сложной функции: 

|1) если отображение G непрерывно в точке а, а отображение 
Е—в точке G (а), то их композиция, отображение H, непрерывно 
в точке а; 

2) если отображение G дифференцируемо в точке а, а отобра- 
жение Н—в точке G (а), по отображение H дифференцируемо 
в точке а. При этом выполняется соотношение | 


dH (а; В) =аР (С (а); dG (а; №)) или H'(a)=F' (G (а)) 0’ (a); 


3) если отображения С и Е непрерывно дифференцируемы, то 
непрерывно дифференцируемо ‘и отображение Н. 

Доказательство свойств 1)—3) идет по образцам, известным 
из начал анализа. Ясно, что свойство 3) — следствие свойств 1), 
2). Ограничимся доказательством свойства 2). Итак, пусть 

G (a +h) =С (а) + С’ (a)h +G; (а; h), 
F (g К) =F (8) +F (€)k +F: (5; k), 
где g =G (а). Имеем 
H (а-- В) =F (С (a +h)) =F (G (а) + С’ (a)h +G; (а; h)) = 
=F (g) + F (8) (С’ (а) h+ С, (а; h)) +F: (g; @’ (a)h +G, (а; h)) = 
=F (8) + F (g)G' (a)h+Ħ; (а; h), 


где H, (a; h) =F (g)G, (a; h) + Р, (8; С’ (a)h+G, (а; h)). Следует 
доказать, что H, (а; h) =o (| h|). Достаточно установить соотношения 


F' (5) (, (а; В) =о(В) и РГ, (6; С’ (a)h+G, (а; В)) =о (|h j). 
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Первое следует из неравенства 
IF (8) Gı (а; В) [== |F (8) liG (а; h)|=1F в) to (h|) = 0 (Ih J). 


Обратимся ко второму. Заметим прежде всего, что при достаточно 

малых |h| существует такая постоянная с, что {G (а; В) |= cih]. 

Поэтому |G (а) В-- Ц! (а; В) |= |0” (а) В|-Н!С, (а; В) =с:|8], где 

с =| (a+c, а Ih] достаточно мала. Благодаря основному 

свойству F; 

|F (6; C (а) П- (, (а; №)! == С’ (a)h+ 
+G, (а; В) |= ас, lh], 


причем = может быть слелано сколь угодно малым за счет погру- 
жения вектора С’ (а) В-- С, (а; В) в достаточно малую окрестность 
нуля, чего можно достичь, в свою очередь, за счет погружения 
вектора В в лостатсчно малую окрестность нуля. Последняя оценка 
означает, конечно, что F (5; С’ (a)h +G, (а; h)) =o (ih |). Свойство 2) 
доказано. 

Производная вдоль пути. Если путь м: К — Е диффе- 
ренцируем в точке а, а отображение Е: Е-—>Е дифференцируемо 
в точке W (а), то путь ọ =F -w дифференцируем в точке а, причем 


ф’ (а) = F (w (а)) w’ (a). 


Это утверждение — следствие свойства 2) сложной функции. 

Путь м (©) =а-- ой (а, В — фиксированные векторы из E) диф- 
ференцируем, при этом w’ (&) =В. 

Если функционал [: Е >В дифференцируем в точке а, то I 
имеет вариацию в точке а, при этом ôI (а; В) = аГ (а; h). 

Соотношение ô/ (а; Н) = 41 (а; h) для интегрального функцио- 
нала, которое следует из последнего утверждения, было уста- 
новлено выше прямым вычислением. 

Точка а называется критической точкой функционала I, если 
I дифференцируем в точке а и Г (а) =0. Так как критическая 
точка является стационарной точкой функционала I, то точка 
экстремума а является критической точкой, если, конечно, YHK- 
иионал [ дифференцируем в точке а (необходимое условие экстремума). 

32. Вторая производная. Пусть F: Е — Е — дифференцируемое 
отображение. Производная Р’(х) есть элемент пространства 
L (E —> E). 

Говорят, что F дважды дифференцируемо в точке а, если cy- 
шествует такое билинейное отображение Е” (а): E?—> E, что вы- 
полняется соотношение 


F' (a+h)= F (а) РЁ” (а) (В) - Р. (а; h), (2) 
в котором Е" (а) — отображение из L (E ->L (E -> Е)), стандартно 
порождаемое билинейным отображением F”(a) (см. п. 29), а 
Е. (а; В) — элемент из L (Е — Е), обладающий свойством F; (а; В) = 
= 0 (|h]). 
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Применим равенство (2) к вектору бе E: 
F' (a+h)g=F' (а) 8+ Р” (а) (в, + Р5(а; h, g). (2°) 


Здесь F, (a; h, 5) = Рь (а; h)g. Соотношение (2) можно наравне c (2) 
использовать для определения двукратной дифференцируемости, 
при этом вектор F,(a; В, g) следует характеризовать условием 
sup |F, (а; h, g)|=0 (|h |). 
Igi <! 
‚ Соотношение (2) или (2’) однозначно определяет билинейное 
отображение F” (а). Его называют второй производной отображе- 
ния F в точке а. 

Можно показать, что F” (а) — симметричное билинейное отобра- 
жение, поэтому оно вполне определяется квадратичным функцио- 
налом В-> Р” (а) (В, В) = 422 (а; В). Вектор а?Р (а; В) принято Hashi- 
вать вторым дифференциалом отображения F в точке а (отвечающим 
вектору h). Может быть также доказана формула Тейлора: если 
отображение F дважды дифференцируемо в точке а, то справед- 
ливо соотношение 


F (a; h)=F(a)+dF (a; в) + Е (а; h)+F, (а; h), (3) 


где F (a; h) обладает следующим свойством: F, (а; h)=|h |0 (16|). 
Таким образом, погрешность формулы (3) равномерна относительно 
направления В вектора В (см (2), п. 17). 

Отображение F называют дважды дифференцируемым, если оно 
дважды дифференцируемо во всех точках. Если отображение дваж- 
ды дифференцируемо, можно рассмотреть отображение F”: E —> 
—> L, (Е — Е), действующее по формуле x—> F” (x). Если отображе- 
ние F” непрерывно, говорят, что отображение F дважды непре- 
рывно дифференцируемо. 

Вместо слов «отображение F:E— E г раз (г=1, 2) непре- 
рывно дифференцируемо» условимся в дальнейшем писать А = 
= С” (Е — Е). Иногда отображение F будет задано не всюду на E, 
а на некотором множестве D < E. Если D — открытое множество, 
соотношение Ре С”(р—Е) и выражение «отображение F г раз 
непрерывно дифференцируемо» сохраняют непосредственный смысл. 
Если D не является открытым множеством, соотношение F == 
& Cr (D—> E) означает, что существует такое открытое множество D4, 
D c D, и отображение F = С” (D, > Е), что ограничение отобра- 
жения F, на D совпадает с F. Символ С”(р — E) будет иногда 
использоваться и при г>>2. Хотя не составило бы труда, сле- 
дуя изложенным построениям, определить г-кратную дифферен- 
цируемость для отображений F: E— E, мы не станем этого делать. 
Соотношение Ре=С”(Е > Е) или Ре cC (D — E) будет использо- 
ваться при г>>2 только в тех случаях, когда D — множество 
евклидова пространства R? и Е = R” — также евклидово простран- 
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ство. В этом случае определение г-кратной дифференцируемости 
может быть дано покоординатно на основе классических построе- 
ний. Условимся, как всегда, сокращать символ С” (р — В) до C7 (D), 


а иногда вообще вместо C” (D -> Е) будем писать С”. 

Примеры. 

1) Для функции f:R— В ьлассически понимаемая вторая 
производная f” (а) — число; в смысле введенного выше определения 
вторая производная f'(a) есть билинейное отображение (h, g)—> 
— ahg, h, g €= К, где а совпадает с классической произволной f” (а). 

2) Если функция u: R? > R дважды дифференцируема в точке а, 
то в этой точке существуют частные производные второго порядка 
Их x, (a). При этом 


u" (а) (h, g) = УХ, j= Hry; (8) ув 


Эта формула сохраняется и для отображений и: В*-> В”, если 
понимать частные производные покоординатно: 


Чех, (а) = (№1х‚х, (а), -<s Мхи, (а)). 


Несложно доказать следующее утверждение. Если отображе- 
ние G дважды дифференцируемо в точке а, а отображение F дважды 
дифференцируемо в точке G (а), то композиция Н=ЕР.С дважды 
дифференцируема в точке а, при этом 


H” (G (а)) (В, 5) = Е” (С (а)) (G' (а) В, С’ (а) g) + Е’ (С (а)) G” (а) (h, g) 


u 
dH (G (a); h) = d?F (G (a); G' (а) h) +dF (G (a); d?G (а; h)). 


Пусть, в частности, в качестве отображения С фигурирует путь 
вида м (4) =а-- ав. Тогда м’ (&) =Ви М’ (©) =0. При этом для 
ф=Р.-м имеем 

p” (x) = @?Р (w (œ); В). 


Пусть функционал / дважды дифференцируем в точке а. Тогда 
функционал имеет в точке а вторую вариацию 65? (а; h), причем 
02/ (а; В) = 4?/ (а; В). Если а—его точка минимума (максимума), 
то а?[ (а; В) =0 (<0) при всех В. Если a— критическая точка 
функционала и существует такая постоянная и>0, что 
421 (а; В) =u lh|?, mo а— точка минимума функционала Г. 

Первое утверждение следует из свойств второй вариации 
в точке экстремума и равенства 0?/ (а; В) = 4?/ (а; В). Второе 
утверждение доказано в п. 20 для функций и: В*-> В. Доказа- 
тельство без изменений переносится на общие функционалы. Для 
интегральных функционалов второе утверждение, как отмечалось, 
не имеет непосредственных приложений. 

Двукратная непрерывная дифференцируемость 
интегрального функционала /[ на пространстве 
С1 (А — В”). Если Ге 93 (А — В”), то функционал Г дважды ne- 
прерывно дифференцируем, при этом 


d?I (f; В) = 621 (f; h). 
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Заключение верно в предположении: / < 9?. Предположение 
[= Q? позволяет провести доказательство, используя рассужде- 
ния, подобные тем, с помощью которых было установлено, что 
функционал [ непрерывно дифференцируем (см. п. 30). Читатель 
бесспорно сможет сделать это самостоятельно. 

33. Частные производные. Частные производные возникают, 
когда рассматриваются отображения, заданные на пространствах 


вида Е =ЁЕх...жЕь», где Ei, ..., Ek — нормированные простран- 
ства. Пространство Ех... ЖЕ, состоит из последовательностей 
X= (X, ..., Xk) векторов, принадлежащих исходным простран- 
ствам: X; E E; i=l, ..., К. Векторы X; называются координатами 


вектора х. Пространство E, X... X Eg легко превратить в норми- 
рованное, полагая 
х-- у = (х, +y, Рау S t У»), ах = (ох, ...у иХь,), 
вх [= (же... х. В)". 
Здесь X= (X;, ..., Xe), Y= (Yi ..., У»), œ SÆR. Проверим nepa- 
венство треугольника 
Ix+yl= (x Бу Р-Е... Е yr P) = 
= [(х, | Е! у, +t Цхь- у» 0" = 
= (1х, 1? Е... 1х) Пу. Р-... Ту» В) = 1х1. 
Первое неравенство опирается на неравенства треугольника в про- 
странствах E4, ..., Е», второе — на неравенство треугольника в В*. 
Вели E=... =L=, №0 В. Х...ХВь- В”, Переход от ворми- 
рованного пространства Е к нормированному пространству  Е* 
обобщает построения, которые ведут от В к RF. 


Пусть отображение F : Е, х...х Е, — Е дифференцируемо в точке 
а= (a, ..., а,). Определим частную производную Fx, (а) no i-Ĥ 
координате в точке а — оператор E; -> E, — полагая 


Fx, (a) h; = F’ (а) (0, неа 0, h;, U csek 0), h; € E. 


Если F дифференцируемо всюду на Е, то символ Fy, обозначает 
отображение X— Fx, (X), называемое частной производной отобра- 


жения F по 1-й координате. Производная Р’(а) может быть BOC- 
становлена в терминах частных производных: 


F (ajh= №, Вы № 


Последняя формула вытекает из линейности отображения h— 
—> F' (a)h и соотношения 


h= > 0... Ah 0, a 9% 


Ясно, что введенное понятие частной производной полностью 
согласовано с привычным понятием, знакомым читателю для 
отображений и: В*=Вх...хХВ > К. 
k раз 
а 


Несколько слов об обозначениях. Если пространства Ё1,..., Ek 
имеют разную природу, то их точки — координаты вектора 
х — обычно обозначают разными буквами, а не единой буквой 
с индексом. Например, вектор пространства R x R” x R” уже обозна- 


чался и часто будет обозначаться в дальнейшем (Е, х, у). В таком 


ОР 
случае вместо Fx, Fx,, Fx, пишут Рь Fx, Fv. Обозначения ax; И E 
i 


также будут использоваться наряду с Fx, но иногда эти ‘обозна- 
чения будут применяться в несколько ином смысле. Пусть 
Е— отображение ЕхЕ’-Е, где Е=Е,х...х Ep. Пусть, кроме 
того, С — отображение Е-> E’. Рассмотрим отображение H : Е-> Е 
вида Н (x)=F (x, С (х)). Для производных Hx, и будет использо- 


ваться обозначение F (x, G(X). 
1 


Переход к частным производным второго порядка не вызывает 


трудностей. Пусть вновь F: Е=Е,х...ЖЕь— Е, причем отобра- 
жение Ё дважды дифференцируемо в точке а. В этом случае опре- 
делена производная РЁ” (а) — билинейное отображение ЕхЕ- E. 
Частную производную Fx;x, (a) в точке а — билинейное отображе- 


ние Е; ЖЕ; — Е — определим формулой 
Fax w eF a a a aa 9, O a в... 


h; ЕД,, g € E Если F дважды дифференцируемо всюду на E, 
TO CHMBOJI Pan, обозначает отображение ЕР (x). Производная 


Е” (а) может быть восстановлена в терминах частных производных: 
Е” (а) (В, р j=l Fax (а) (h;, g:). 


В п. 32 отмечалось, что F” (а) — симметричное билинейное отобра- 
жение: F” (а) (в, 5) = F” (а) (g, В). Отсюда следует 


Е хх, (а) (h;, g:) = Fx x; (а) (€; h). 


Производную Fx, „, MOHO вычислить как частную производную 
TO X; отображения Fx, Смысл указанной симметрии состоит B том, 
что Pa; можно также вычислить и как частную производную 
по X; отображения Fx.. 

34. Градиент. Общий вид линейного отображения [: В*-> К 
дается формулой 


где g — некоторый фиксированный вектор из ЁВ*, однозначно опре- 
деляемый функцией l. Это позволяет вместо производной и’ (а) 
функции и:В*-> В, т. e. некоторого линейного отображения, 
рассматривать вектор Уи (а) = В*, который определяется соотно- 
шением 

и’ (а) В = (Уи (а), h) 
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и называется градиентом функции и в точке а. Координаты гра- 
диента Уи (а) — частные производные: Уи (а) = (ux (а), ..., их, (а)). 
Общий вид билинейного отображения b : (®*)? — В дается фор- 


мулой 
b (в, 5) = (АВ, g), 


где А — некоторый фиксированный оператор в R*?, однозначно 
определяемый функцией 6. Это позволяет вместо второй произ- 
водной и”’(а) функции и: ®* > В, т. e. некоторого билинейного 
отображения, рассматривать оператор Уи’ (а), который опре- 
деляется соотношением 


и” (а) (в, &) = (Vw (а) В, g). 


Матрица оператора Уи’ (а) имеет вид fla x (a)}. 

Построения, относящиеся к оператору Уи’ (а), допускают обоб- 
щение. Пусть и: В*х В! — К. Будем обозначать точки простран- 
ства R буквой x, а точки пространства В!’ — буквой у. Произ- 
водная иху(а, b) принадлежит L, (В*х В’). Вместо нее иногда бы- 
вает удобно ввести, что уже и было сделано в п. 8, операторы 
Ухи»у (а, b) и Ууих (а, b), действующие из В! в R? и из R? Bn В! 
соответственно и опредеяяемые соотношениями 


Иху (а, b) (h, g) aa (Ухму ‘а, b) h, g), 
Иху (а, b) (h, g) ag (Vyüx (a, b) g, h). 


Матрицы операторов Vxty (a, b) и Vyux(a, b) имеют вид 


fux y, (a, b)jz= e a г {Мих (а, b)j:- % a h | 


На произвольном евклидовом пространстве Е формула 
l (В) = (5, В) (4) 


также определяет некоторый линейный функционал, но, вообще 
говоря, не дает произвольного линейного функционала. В про- 
странстве Н (А) линейным функционалом будет отображение 


в— $, gı (ОВ (t) dt, 


где с, — произвольная кусочно-непрерывная функция. Дистрибу- 
тивность такого отображения очевидна, ограниченность является 
следствием неравенства Коши 


Па фа = e (A) dt |, h? (t) dt, 


справедливого, конечно, для всех функций из класса, к которому 
принадлежит gı. Построенный функционал не может быть записан 
в виде (4) с какой-нибудь непрерывной функцией с вместо от, 
если функция g, не может быть превращена в непрерывную nepe- 
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определением значений в точках разрыва. Если бы такая запись 
была возможна, то интеграл 


(А [e (9) —2(9] № (t) dt 


был бы равен нулю для всех непрерывных функций h. Из леммы 
Лагранжа (см. п. 7) следует, что на всяком подынтервале интер- 
вала Л, на котором функция g, непрерывна, gı =g, что невоз- 
можно при указанном выборе g. 

Условимся называть функционалы вида (4) на евклидовом 
пространстве функционалами типа скалярного произведения. Среди 
метрических, а тем самым нормированных и евклидовых прост- 
ранств содержится важный класс так называемых полных прост- 
ранств. Полные нормированные пространства называются бана- 
ховыми, полные евклидовы — гильбертовыми. Полные пространства, 
говоря кратко, характеризуются тем, что в них справедлив кри- 
терий Коши для сходящихся последовательностей. Точное опре- 
деление будет дано в п. 55. К числу полных пространств при- 
надлежат R”, С (А-— R”), С*(А- В”). Пространства H (А — В”) 
и Б1(А— В”) с интегральными нормами не являются полными. 
На гильбертовом пространстве всякий линейный функционал 
является функционалом типа скалярного произведения. На такие 
пространства без изменений переносится понятие градиента У/ (а). 
В общем случае появление вектора У/ (а) = E (градиента) (Z — функ- 
ционал на евклидовом пространстве) означает, что производ- 
ная /’(а) допускает представление 


Г (а) В = (5, h) 


с некоторым вектором g & E. Вектор g определяется этим пред- 
ставлением однозначно и обозначается У/ (а). Однозначность век- 
тора g устанавливается элементарно. Если имеют место два пред- 
ставления 


Г (а) в = (а, h и F (a)h=(g, h), 


то (5, —5, h) =0 при всех В. Положим h =g, — g, тогда (g, — g, h) = 
= |g; — g8 P = 0, откуда следует в, =5. 

35. Вариационные производные. Понятие градиента полезно 
тем, что позволяет обходиться при дифференцировании функцио- 
нала /: Е —> В элементами исходного пространства E без введения 
элементов нового пространства L (Е) — пространства линейных 
функционалов на E. Для интегральных функционалов возможна 
другая реализация этой же идеи, идеи исключения новых объектов, 
которая оказывается более удобной в формульном плане. Чита- 
телю, вероятно, известен параллелизм между векторами х = 
= (х1, ..., Ль) Е R? и функциями f(t) = В, [ЕЕ А, который состоит 
в том, что функция f рассматривается как вектор с бесконечным 
числом координат [(1), нумеруемых аргументом Ёе A. Сумме 
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k 
У»; ох при таком параллелизме сопоставляется интеграл 


(af (£) dt. Линейной функции 
| (h) iii > 1 gihi Şa (5, В) А 


следует при этом сопоставить функционал 
в jag Oh (04 = (а, hn, 
билинейной функции 
bih, = X; j= вые 
следует сопоставить билинейный функционал 
(h, g)—> |a fab (t, $) 1 ($) g (t) dt ds. 


Введем множество S (А -> R”), в частности 5 (А) =5 (А-В), 
элементами которого являются бесконечно дифферениируемые pu- 
нитные на интервале А вектор-функции A— В”. Напомним, что 
вектор-функция называется финитной на интервале A, если она 
обращается в нуль в некоторых окрестностях граничных точек 
интервала. 

Лемма (обобщенная лемма Лагранжа). Функционал 


h— | g (Éh (H а! = (g, Юн, 


где g EC (A), на множестве S (A) равен нулю тогда и только 
тогда, когда в = 0. 

По поводу доказательства этой леммы см. п. 46, в котором 
лемма доказана сразу для случая нескольких переменных. 

Если некоторый функционал L на множестве 5 (А) допускает 
представление [, (1) = (с, И)н, то функция g определяется функ- 
ционалом однозначно. Это утверждение — следствие леммы. 

Пусть L — линейный интегральный функционал 


L (h) = |, [Zo (É) h (t) +g: (£) h' (0)] di 


на множестве C1! (A). Ограничив функционал L на S(A), можно 
привести его к виду Г. (В) = (©, В)н. Действительно, интегрирова- 
ние по частям дает [. (1) = (©, h)a tg hla, где о=в,— gi Так 
как И (а) =й (5) =0, то L(h)=(g, h)y, что и требовалось. Приве- 
денная выкладка показывает, что преобразование L к виду 
Г, (п) = (©, h)a не является безусловным: следует предполагать, 
что g, = C1. В противоположном случае подобное представление 
для функционала [, невозможно. Одновременно выкладка показы- 
вает, что функционал [, не может быть восстановлен по своему 
ограничению на множество 5 (А). 

Пусть Е — нормированное пространство, элементами которого 
являются некоторые функции А -> В; пусть пространство Е содер- 
жит множество S (4). Рассмотрим функционал /: Е > К. Предпо- 
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ложим, что функционал / дифференцируем в точке f. Говорят, 
что функционал [ имеет в точке f вариационную производную, 
если существует такая функция à E C (А), что при всех йЕ=ЕЗ (А) 
справедливо представление 


rT h= №. 


При этом функцию À называют вариационной производной 2 на 
функции f и обозначают 


Значение 7,(1) функции À в точке # называют вариационной npo- 
изводной функционала I на функции f в точке t и обозначают 


_ 6/1 © 

^® = 570 
Интегральный функционал / <= Q? (А) дифференцируем на npo- 
странстве СТ(А) и его производная на функции f & C? допускает 


представление 
ГРА =(Ы Я, h)a +p [ЯВ 


Если РЕЗ (А), то 
I P h=(LEf], Юн. 


Поэтому интегральный функционал [ на функциях f =C? имеет 
вариационную производную, причем 


Нетрудно убедиться, что вариационную производную инте- 
грального функционала можно вычислить с помощью простой 
предельной процедуры 


ôr Ò и ЕГФ tE (а, b). 
ôG e>o fahe@)dt ' 


Здесь he, € Æ (0, &), при каждом #— функция из C1(A), обла- 
дающая следующими свойствами: hs —=0, й, отлична от нуля 
лишь B &-окрестности точки Ё, |А.|с:—0 при e— 0. Читатель 
легко докажет последнюю формулу самостоятельно. 
Вариационная производная Ô/(F)/ôf (Г) во многих отношениях 
подобна частной производной их, (x) функции и: В*— В. Наподо- 
бие частной производной вариационную производную Ô/ (f)/ôf o 
можно интерпретировать как производную функционала /[ по 1-й 
координате f(t) аргумента f при фиксированных остальных KOOP- 
динатах. Все формульные свойства частных производных перено- 
сятся при такой интерпретации на вариационные производные. 
В ‘точке экстремума функционала вариационная производная 
обращается в нуль. Для интегрального функционала этот факт 
равносилен уравнению Эйлера L{f]=0. Благодаря прозрачной 
аналогии с частными производными вариационные производные 
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оказываются удобными в формульных построениях; особенно часто 
вариационные производные используются в теоретической физике. 
По образцу вариационной производной первого порядка можно 
ввести вариационную производную второго порядка. Предположим, 
что функционал / дважды дифференцируем в точке f. Говорят, 
что функционал I имеет в точке f вариационную производную 
второго порядка, если на квадрате Ах Ас R? определена такая 
непрерывная функция à, что справедливо представление 


(р, ЗЕМ АС, $15) g (0 ds dt, 


в котором h, g € (А). Функцию À называют второй вариацион- 
ной производной функционала [; пишут 


A(t, 8) = T 

i ôf (£) ôf ($) 

Следует отметить, что интегральный функционал / на С"(А) 
не имеет второй вариационной производной с точки зрения 
нашего определения. При некотором обобщении этого определе- 
ния он приобретает вторую вариационную производную, которая, 
однако, является не непрерывной, а так называемой обобщенной 
функцией. 

Предыдущие построения легко переносятся на функционалы, 
заданные на пространстве Е, состоящем из некоторых вектор- 
функций A— R” и содержащем множество S (А — В”). Нет надоб- 
ности повторять все определения подробно, приведем лишь две 
основные формулы для первой и второй вариационных производ- 
HbIX: 


a 1 ôI) 
iy, ao ôf: (t) ны, 
n 0 I 
ГВ, g) = |. У, гомо 


В этих формулах h, се S (А — R”). Интегральный функционал 
I & Q? (А — В”) имеет вариационную производную в любой точке 
ТЕ С?, при этом 6//=[.[1. 


$ 2. Условный экстремум 


36. Условный экстремум для функций на конечномерном про- 
странстве. Экстремальные задачи для функций на В* при Е>1 
гораздо богаче, чем при k=l, так как при Е > 1 приобретает 
смысл задача на условный экстремум. Задачи на условный экст- 
ремум для интегральных функционалов чрезвычайно разнообразны 
и часто возникают в приложениях. Здесь будут рассмотрены две 
основные задачи: изопериметрическая задача и задача Лагранжа; 
в них не искажается специфика интегральных функционалов и 
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условия экстремума, как обычно, выражаются в терминах диффе- 
ренциальных уравнений. Мы ограничимся здесь лишь необходи- 
мыми условиями экстремума. 

Напомним необходимые условия в задаче на условный экстре- 
мум для функций на В*. Эти факты не зависят от конкретных 
свойств пространства В*; они зависят лишь от его конечномерно- 
сти. Ради удобства дальнейших ссылок сформулируем их сразу 
же для функций на общем конечномерном нормированном про- 


странстве. Пусть Е и E — конечномерные нормированные прост- 


ранства, обозначим размерность E через k, размерность Ё — через l. 
Предположим, что [< К. На Е задаются функция и: Е >В и 


отображение с: Е-—> Е. Рассматривается множество М, = 
из точек х, аннулирующих отображение с: М = {х: g (х) = 
Задача на условный экстремум — это задача отыскания "почек 
экстремума функции и, ограниченной на М. Отметим, что М, 
как и всякое подмножество метрического пространства Ё, — 
метрическое пространство. Экстремальная задача для функции и 
равносильна экстремальной задаче для функции вида 


ил, (x) = и (x) +2 (g (х)), 


где Л — произвольная функция E —> К. В дальнейшем функция À 
будет всегда считаться линейной. Предположим, что функция и 
дифференцируема, а функция g непрерывно дифференцируема. 
Кроме того, будем предполагать, что производная g'(x), которая 
является оператором Е >, во всех точках x == М не вырождена. 
Невырожденность 5” (х) означает, что множество значений опера- 


тора g'(x) совпадает с E. Пусть aœ М. Обозначим через Ma, 
М. < E, и назовем касательным подпространством к М в точке а 
подпространство, состоящее из векторов &, удовлетворяющих 
условию g' (а) &=0. Векторы подпространства М. условимся назы- 
вать касательными векторами к М в точке а. Подпространство 
Ма имеет размерность Е —[. Справедливы следующие утвержде- 
HHA: 

1) Если a— точка условного экстремума и и, mo 
и’ (а) Е =0, где & & Ma; 

2) Если а— точка условного экстремума, то существует такая 
линейная функция À: E ->R, что a— критическая точка функции 
и), иначе говоря, ил (а) = и’ (а) + Лю’ (а) =0 

Второе утверждение известно под названием правила множи- 
телей Лагранжа. Напомним, что производная А’ линейной функ- 


ции А не зависит от аргумента и всюду на E равна À: X (2) = 

Утверждение 1) означает, что производная функции и вдоль 
любого касательного вектора равна нулю. Утверждение 2) в сопо- 
ставлении с 1) означает, что производная всякой Функции вида 
^»© вдоль касательного вектора равна нулю (что очевидно), 
а производная функции Àeg вдоль векторов Ч, принадлежащих 
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какому-либо дополнительному подпространству Ma, может быть 
сделана произвольной за счет выбора À и, в частности, равной 


—и (a)n. 
Если Е = R’, то множество М в координатной записи харак- 
теризуется соотношениями g;(x)=0, #1=1,..., l. Отображение 


^:Е R можно задать вектором А В!: А (2) = (А, 2). В этом 
случае к правилу множителей удобно относиться следующим 
образом. Введем функцию и: Ех В! В, определив ее формулой 


w(x, А) =и(х) (А, g (x))r:; 


2’) пара (а, À), где а — точка условного экстремума, а ^— MHo- 
житель Лагранжа, существование которого утверждается в 2), 
является критической точкой функции w. 

В самом деле, уравнения, определяющие критическую точку, 


имеют вид 
и’ (х)- (А, g (х)) =0, &(х)=0. 


Точка (а, А) удовлетворяет этим уравнениям. 

Обратимся к идее доказательства утверждений 1) и 2). Вве- 
дем в дополнение к Ma какое-либо подпространство №. < E раз- 
мерности [, состоящее из векторов 1, не принадлежащих М.. 
Всякий вектор ус Е можно разложить (и притом единственным 
образом) в сумму 

y= +n, &еЕ Ма, Че Ма. 


Существуют такая окрестность U, точки 0 на Ма и такое 
отображение ф = С1(И, + Na), облалающее свойствами ф (0) =0, 


Рис. 15. 


ф’(0)=0, что значения отображения ф:(, Е, действующего 
по формуле 1 (=) =а-- Еф (5), принадлежат М. (рис. 15). 
Благодаря непрерывности ф точка 1р (&) попадает в произвольно 
малую окрестность точки а, если & оказывается в достаточно 
малой окрестности нуля. Поэтому О — точка безусловного экстре- 
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мума функции о=и-ф: И, — R, если а — точка условного экстре- 
мума функции и. 

Заметим, что 1р’(&) =р-ф’ (&), где р — оператор М.— Е, опре- 
деляемый формулой p% =. Так как ф’ (0) =0, то 1’ (0) =р. 

Согласно теоремам о производных сложной функции, 

а) v’ (0) = и’ (a) (0) = и" (а) р, 

6) v' (0) = м; (а) р. 

Утверждение 1) вытекает теперь из формулы а). Утверждение 2) 
является алгебраическим следствием утверждения 1). 

Обозначим через у ограничение g'(a)|y оператора в’ (а) на 
подпространство Na; ограничение с” (а) |м оператора д” (а) на Ма, 
согласно определению Ma, равно нулю. Пусть y=% +n, & = Ma, 
= Na. Справедливо соотношение 


2’ (а) у= =" (а) (& 1) = &' (а) ч=\\. 


Оператор v:Na—> E задан на пространстве размерности Í, его 
значения, согласно предположению, исчерпывают все простран- 


ство Е размерности [. Поэтому оператор у обратим, обозначим 
обратный v-t Оператор v`! удовлетворяет условию дистрибутив- 
ности; так как он задан на конечномерном пространстве, он — 
линейный оператор. Положим à = — и’(а)|м\': Е — В, где и’а) 
ограничение линейной функции и’ (а) : Е > В на Na. Имеем 


и’ (а) |м-- №" (а) [м =0. 


Действительно, и’(а) |м = и’ (а) |y (vy) = (u' (а) му v = — № = 
= — Ло’ (а} |м. С другой стороны, 


и’ (а) м-+- Ав’ (а) м=0. 


В этом равенстве оба слагаемых равны нулю: и’ (а) |м=0 в силу 
утверждения 1) (и’(а)|м=и’ (а) р — ограничение и’(а) на Ma). 
Объединяя оба полученных равенства, находим 

и’ (а) - Ло” (а) =0. 
Утверждение 2) доказано. 

37. Теорема о неявной функции. Предложенное в предыдущем 
пункте локальное описание множества М — следствие теоремы 
о неявной функции. Пусть Ф € C1 (E, x Es > È), где E, Е и Ё — 
конечномерные нормированные пространства, причем размерности 
E, и Е одинаковы. Обозначим векторы E, через $, векторы E, — 
через n. Фиксируем точку (и, В)Е E ХЕ. и положим у =Ф (а, В). 
Если Uc E, и U,C E, через UXU, условимся обозначать 
цилиндрическое подмножество E, ЖЕ., состоящее из векторов 
(=, n), координаты которых удовлетворяют условиям & € U), 
y € Us. 

Теорема (о неявной функции). Если Фи (а, В) — невырожденный 
оператор Е. —> E , то точка œ обладает такой окрестностью U CE), 
а точка В обладает такой окрестностью U, < Е», что множество 


N — 
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точек (& n), принадлежащих U, X U, и удовлетворяющих соотно- 
‚ шению Ф (&, 4) =y, совпадает с множеством точек, удовлетворяю- 
щих соотношению Ч = ф ($), в котором ф — некоторое отображение 
из C! (U —> E). При этом 
ф (@) =В u Ps (а, ВЕ Фи (æ, В) p (@) = 

Сформулированная теорема известна читателю (может быть 
в координатной формулировке) для того случая, когда Е, = В”, 
Е. =Е =R!. Случай общих конечномерных пространств Ё,, Е. 
и Е может быть без труда сведен к указанному частному случаю; 
с другой стороны, доказательства, использующие специфику 
частного случая, могут быть без сколь-либо существенных изме- 
нений перенесены на общий случай. Ограничимся этими замеча- 
ниями и не будем обсуждать вопрос о доказательстве теоремы 
подробнее. 

Возвратимся к описанию множества М. Применяя теорему 
о неявной функции, в качестве пространств E, E, следует взять 
Ма, Na, размерности пространств Na и Е равны. Отображение 


Ф: М. X Na — следует положить равным 


Ф ($, 1) =g (а 5-1), 
о, Ви y равны нулю. Пространство Е рассматривается при этом 
как произведение М, Хх Na. Соответствие у=ё-\ между уЕЕЁ 
и парами (& 1) Е Мах Na сохраняет векторные операции, но 
нормы в пространствах Е и Мах М. не переходят, вообще говоря, 
друг в друга. Однако отображение (&, 1) = у=ё--ц удовлетво- 
ряет условию дистрибутивности и является ограниченным: 


У [= + ТЕНИ = 2 A МР)", 
а следовательно, линейным и дифференцируемым. Поэтому из 
се С! следует Ф & Ct, а операторы Фе (œ, В) и Фи (а, В) даются 
формулами | 

Фе (0, 0) ==’ (а) м=0, Pr (0, 0) = 5" (а) |y =v. 
Так как оператор у не вырожден, то теорема показывает, что 
точку y = X — ą = Ẹ + N можно погрузить в такой цилиндр ($, m) = 


& UX U, в котором уравнение g(x)=0 равносильно уравнению 
1 =ф(&), где феС1(И,—Е.), ф (0) =0, а ф’ (0) удовлетворяет 


соотношению | 
g (а) м8 (а)|мф (0) =0 
из которого следует ф’ (0) =0 
Итак, точки множества М, находящиеся в цилиндре И, XU», 


даются формулой х=ф(#), где ф (&) =а-- & (2). 


Следствием теоремы о неявной функции является 

Теорема (об обратной функции). Пусть f = С*(Е-— В), причем 
Е и Е — конечномерные нормированные пространства одинаковой 
размерности. Если оператор f'(a) не вырожден, то точка а обла- 
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дает такой окрестностью U, что отображение f, ограниченное 
на U, обратимо. Множество значений отображения f, ограничен- 
ного на Ц, — открытое множество; обратное НЕО при- 
надлежит классу Ct. 

Уточнение. В качестве U можно взять любую окрестность 
точки а, на которой выполняется неравенство 


IF-F (а)1<>- ЦР (ар, хе, 


где |-|— норма в L(E—> Ë) или в [(Ё Е). 

Теорема об обратной функции следует из теоремы о неявной 
функции, если принять в условии второй из названных теорем 
Ф (£, Ч) =&—/ (1). Что касается уточнения, то ‘оно легко может 
быть получено в рамках любого стандартного доказательства 
теоремы о неявной функции. 

Если E= E = R”, то ре С! (R”— В”) тогда и только тогда, 
когда все координаты отображения f принадлежат Ct. Матрица 
отображения f (а): В" R” является матрицей Якоби отображе- 
HHA Ê: 


(F (a) h); = Xy; fix, (a) hy. 


Оператор f'(a) невырожден тогда и только тогда, когда якобиан 
det Ifix, (a)} отличен OT нуля. 

38. Условный экстремум для функционалов на бесконечномер- 
ном пространстве. Построения п. 36 легко переносятся на тот 
случай, когда Е — общее нормированное пространство, если только 
число условий, выделяющих М, остается конечным, т. е. если 
остается конечномерным В. 

Пусть [Е С*(ЁЕ) и Се С*(Е-— Е). т рассмотрения 
п. 96, введем множество М = {х:С (х) =0} и подпространство 
М. = {$ : (' (а) =0!, а= М. По-прежнему будем называть Ма 
касательным подпространством, а его векторы — касательными 
векторами. Будем предполагать, как и раньше, что производная 
С’(х): Е > Е во всех точках хе М невырождена, т. e. множе- 

ство значений С’ (х) совпадает с Ё. 

1. Если a— точка условного экстремума функционала I, то 
Г (а) Е =0, где & = Ma. 

2. Если а — точка условного экстремума, то существует такая 
линейная функция ^: Е —>R, что а— критическая точка функцио- 
нала [= 1- АО. 

Докажем утверждения 1, 2. Пусть f; i= 1,..., Ь — какой-либо 
базис в Ё. Векторы e; = E, удовлетворяющие соотношениям # = 
= С’ (а)е; (согласно предположению о невырожденности С’ (а) они 
существуют), линейно-независимы. Обозначим через Na натянутое 
на них подпространство в E размерности l. Пусть Ма — какое- 


98 


либо конечномерное подпространство из Ма. Рассмотрим в E под- 
пространство Е”, состоящее из векторов 


у=ё-+т, $E Ma ENa 


Если a— точка условного экстремума функционала /, то 0 — точка 
экстремума функции и: Е’ -> В, которая определяется соотноше- 
нием и (у) = / (а-- у), ограниченной на множество векторов, анну- 


лирующих отображение g: E'— Е, которое определяется соотно- 
шением с (у) =С (ау). С равным успехом вместо и можно. pac- 
сматривать функцию ил (и, (у) = Г. (а-+ у)). В таком случае cor- 
ласно утверждению 1) п. 36 и’ (0) &=/' (а) =0, где &=М.. 
Тот факт что подпространство Ма может содержать любой каса- 
тельный вектор &,’ доказывает утверждение 1. 

Вывод утверждения 2 требует дополнительных рассмотрений. 
Рассуждая так же, как в п. 36, получим 


r (a) |м-- ЛО’ (a) |y =0, 
Г (а) |u + ^О’ (а) |u =0, 


rae à= — 7 (а) му 1, v= G’ (а) №. Оператор у по-прежнему обратим, 
так как его область определения — [/-мерное прсстранство и MHO- 
жество значений также [-мерно. Обратный оператор удовлетворяет 
условию дистрибутивности, а значит, в силу конечномерности 


Ё — условию ограниченности. Если всякий вектор уе E может 
быть представлен в виде суммы y =+, где &= Ma це М), 
то из двух полученных равенств будет следовать утверждение 2 


Г (а) +’ (а) = 
Докажем, что разложение = 
y=$+n 


возможно. Разложение y= -+N равносильно тому, что для каж- 
дого уе Е найдется такое че Na, что С’ (а) (у— 1) =0. Полу- 
ченное уравнение можно преобразовать к следующему виду: 
С’ (а) ч= С’ (a)y или уч= С’ (a)y. Так как оператор у обратим, 
уравнение разрешимо. Отсюда следует, что разложение у=ё-\ 
возможно. Отметим, кроме того, что оно однозначно, а в силу не- 
прерывности оператора УС’ (а) вектор N и, следовательно, вектор 
& — непрерывные функции вектора у. 

39. Изопериметрическая задача. Изопериметрическая задача — 
задача на условный экстремум для интегральных функционалов. 
В ней фигурируют интегральные функционалы 


r= LE, 6 ryd, (=, Mih E jdi 


на пространстве C1(A—> R”); индекс i принимает значения 
1,..., L. Множество М характеризуется условиями С, (1) =0, 


1=1,..., [. Ищутся точки экстремума функционала Í, ограни- 
ченного на М. Введем отображение G : С? (А — В”) —> В!, действую- 
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.щее по формуле G (1) =(С,(1),..., С, (1)). Тогда М может быть описано 
как множество, аннулирующее отображение G. Предположим, что 
Ги С, = Q? (при этом Ги G; Е С\), а отображение G не выро- 
ждено. При этих условиях справедливо правило множителей — 


утверждение 2 п. 38. Так как Ё = В, то линейную функиию 
A:R’ > В можно задать вектором А < В!: А (2) = (№, 2) = Уа,. 
Поэтому функционал /[, имеет вид | 


где 


ДА х, = Е х, v)+ У, „АМК х, У). 


Следовательно, [,— интегральный функционал. Правило множи- 
телей означает, что точка экстремума Î в изопериметрической 
задаче — критическая точка функционала l, при некотором выборе 
À. Согласно теореме | п. 8 это равносильно при дополнитель- 
ном предположении ly = Qeg тому, что: 1) Те С?, 2) выполняется 
уравнение Эйлера Lı [{=0, 3) выполняются естественные гранич- 
ные условия ру (£) a,b =0, где рН (О = Vola (t, EO, (0). = 

Таким образом, точки экстремума следует искать среди функ- 
ций f, которые удовлетворяют условиям 1)—3) и уравнению 
С (È) =0. Уравнение, граничные условиям 3) и соотношение С (f) =0 
согласованы по числу параметров. В самом деле, решение урав- 
нения Эйлера зависит от 2N произвольных постоянных и l napa- 
метров À;; граничные условия и соотношение G (1) =0 дают 2п + | 
скалярных равенств для их отыскания. 


Если ввести отображение /:С!(А-> В”) х R’, определив его 


формулой 
Ц м =Г®- С, GE), 
то уравнения для его критической точки 
ГВ (о, G (1) =0, 6 =0 


совпадают с построеннымй выше уравнениями для точки экстре- 
мума и вектора À. | 

Можно было бы - рассмотреть изопериметрическую задачу, 
ограничив дополнительно множество функций f условием 


(а) =5, 1(5)=\1. 


Несложно убедиться, что в этом случае решение изопериметри- 
ческой задачи Г по-прежнему должно удовлетворять уравнению 
Эйлера La[f]=0, соотношению С (1) =0 и заданным граничным 
условиям Î (а) =Е, f(b) = N вместо естественных граничных условий. 

Примеры. | | 

1) Нижеследующая задача относится к числу простейших изопериметри- 
ческих задач, которым этот тип задач обязан своим названием. Требуется 
найти кривую —график положительной функции f: А —» В, fŒ 0, одна гранич- 
ная точка которой задана } (а) =0, а другая свободна, так, чтобы при фикси- 
ров .нной длине l, [> | А |, площадь, ограниченная этой кривой, осью абсцисс 
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и прямой {=6, была наибольшей. Иными словами, требуется найти максимум 
функционала 


I A= faf Ë adi 


при условиях ” (1 4p y” dt=l, f (a)=0. Функция f должна удовлетворять 


уравнению Эйлера Lı [f]=0, L (É, x, v) =х-А (1 +02), и граничным усло- 
виям { (а) =0, Laa (b, Î (b), F (6)) =0 < Af (5) =0. Легко видеть, что графики 
экстремалей — дуги окружностей 


(— аи = N. 


Граничное условие в точке b дает d=b, граничное условие в точке а 
устанавливает связь между параметрами 


А = (b — a} - с? 


(рис. 16). Угол ® можно найти из уравне- 
© sino 
I àl’ 
ное решение при условии l>J|A]|. По œ 
вычисляется последний неопределенный 
параметр с. Построенная кривая, дуга 
окружности, является графиком функции 
только при условии 21<л|А|. Рис. 16. 
2) Положение равновесия тяжелой нити — 

заданной длины [с закрепленными граничными точками (а, 8 и (b,n) дается 
решением изопериметрической задачи 


r= f гама, a= | Да — п] го-ь ют 


НИЯ которое имеет единствен- 


В этом случае Ly (f, x, и) =(x+ À) 1-9?) t2, так что графики экстремалей 
а l} — отрезки цепных линий | 


Р-НА =ссЬ TE, 


Можно показать, что существует (если, конечно, [|A |? -+ (Ẹ— n)?] han един- 
‚ ственная экстремаль, удовлетворяющая условиям с =0, f (а) =Е, f (b) 


40. Задача Лагранжа. Задача Лагранжа состоит в ыы 
точек экстремума интегрального функционала I, ограниченного на 
множество М в пространстве C+ (А — В”), образованное функциями 
+, которые удовлетворяют соотношению 


Е (t, î (f), Г (2)) > 


в этом соотношении Е — заданная a Ах R” x R”—>R?, 
l< n.: Функцию F и ее компоненты принято называть связями, 
связью называют также само соотношение F(t, E(t), Г (1)) =0 
Связь далее называют голономной, если функция Е не зависит 
от последнего аргумента: Е (1, x, у) =Е (t, x). Если нужно под- 
черкнуть, что связь не является голономной, ее называют него- 
лономной. Отображение G, характеризующее множество М, задано. 
на пространстве С1 (А — В”) и принимает значения во множестве: 
вектор-функций А — В‘; оно дается формулой 


(GA) @ =ЕС, 1 (9, t (0). 
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В общем случае значения отображения С удобно помещать. 
в пространство С (А —> R’); в случае голономных связей, когда 


(G (9) (0 =F (t, 1 (0), 


удобно помещать значения отображения С в пространство Ct (А — 
— К’). На этот раз и пространство Е, на котором задаются 


отображения /и С, и пространство E, в котором лежат значения 


С, бесконечномерны. Редуцировать случай бесконечномерного ÈE 
к конечномерному наподобие того, как это было сделано с про- 
странством Е, невозможно. Тем не менее оба необходимых усло- 


вия, полученных для конечномерного Е, можно при определенных 
дополнительных оговорках обобщить на случай бесконечномерного 


Е. Мы не будем, однако, развивать соответствующую абстрактную 
схему, так как это существенно вывело бы нас за рамки вариа- 
ционного исчисления. Вместо абстрактной схемы мы используем 
‚ специфику отображения С в задаче Лагранжа. 

Опыт, накопленный в предыдущих задачах, заставляет ожи- 
дать, что при определенных ai справедливы следую- 
щие утверждения: 

1) если Г — точка экстремума в задаче Лагранжа, то Г’ (® &=0, 
где & — вектор касательного подпространства Ms; 

2) если Î— точка экстремума в задаче Лагранжа, то сущест- 


вует такой линейный функционал Л: E —>R, что Î— критическая 
точка функционала la =1-Л.(. 

Эти утверждения действительно верны, если /е= Q? (следова- 
тельно, / Е С\), а F & С? (Ах R” x R” — В’) и удовлетворяет Heko- 
торым условиям невырожденности, которые следует сформулиро- 
вать отдельно для голономных и неголономных связей. Для 
голономных связей требуется, чтобы оператор F, (t, x): R” —> В! 
был невырожден при всех (ć, X); для неголономных связей тре- 
буется, чтобы был невырожден при всех (1, x, v) оператор Е, (Ё, 
x, v): R”— R}. Для голономных связей вместо Ее С? доста- 
точно считать Ее С!'!. Если Ее С°, то и Се С?, при этом 


(G' (ВВ) (В = Fx (t, ЕО, E (0) в (+ F, (В ЕО, P (0) (8. 
Касательное пространство М; характеризуется уравнением 
С’ Е=0. 


Правило множителей 2) выглядит неэффективно, ибо в нем 
фигурирует линейный функционал Л, о конкретном строении 
которого ничего не сказано. Фактически, однако, если Ге С?, 
то функционал Л в задаче Лагранжа оказывается интегральным 
функционалом. При известных оговорках линейный интегральный 
функционал на С! (А — R?) может быть, как известно, с помощью 
интегрирования по частям приведен к виду | 


А (В) =\ (à (1), h(t)) di4 (№, в (5))— (№, В(а)), 
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где ^— некоторая функция из С (А-В), а «и № Е R!. Так 
записанный функционал Л является линейным функционалом 
также на пространстве С (А — В’). Ограниченность, которую сле- 
дует проверить, чтобы установить этот факт, почти очевидна: 


A (В) <1 A le АЕ ИВ (b) + la НВ (а = 
< (AJA hH] ЕР Dih h 


Функционал А может быть взят при Î& C? в предложенном виде 
и для голономных и для неголономных связей. 

Если функционал Л — интегральный, то функционал l4 имеет 
BHA 


Ia ($) =f, La (t, EE, РЁ (0) dt + 
- (^,, F(b, (b), Г (b)))— (№, F(a, Ка), Г (а))), 
при этом 
La (t, x, У) = (Е x, v) (^ (t), F(t, x, у). 
Функционал la дифференцируем, его производная дается формулой | 
Г =, dLa (t, E(D, F (1); 0, № (0, h’ (0) dt -+ 
— (àa, dF (а, f(a), Г (а); 0, В (а), h’ (а)). 


Предполагая, что f& C?, можно преобразовать производную 
с помощью интегрирования по частям: 


I (E) h= f, (La [1 (0, h (0) dt + 
+(pa [f], h)a + (à, dF (t, E£), Y (0; 0, в, h (4) a. 


Здесь положено pa [f] (1) = VyLa (t, i (£), Г (1)). В точке экстремума 
Г (и =0 при НЕ С! (А -— В”). Если НЕС, (А- В”), то 


ГВ = (La [1] (0, В (9) &=0. 
В силу леммы 2 п. 7, отсюда следует уравнение Эйлера 
La [И = Vta В ЧУМА В 0. 
Благодаря уравнению Эйлера при всех h & C! (A — R?) 

l' (в = (pa [1], h) la+ (м, dF (t, ЕО, E (0); 0, ВВ, № (5) la. 
Ввиду произвольности h(a), В’ (а), 1 (6) и В’ (5) приходим к rpa- 
ничным условиям 

PA [f] + (Fx (t, t, r” № lao =0, 
(F, (1, f, г))+ №а.ь = Q. 
Здесь (F,(t, x, У))* — оператор R!— R”, сопряженный к опера- 
Topy Ех (Ё, x, У): В" — ВГ; его матрица имеет вид 


(Fx (6, x, 8} = {Вы х, 9). 
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Аналогично определяется (Fy (t, x, v))*. . 

Характер уравнения и вид граничных условий зависят OT 
связей. В случае голономных связей уравнение Эйлера не содер- 
жит производной А’, а граничные условия сводятся к соотноше- 


НИЯМ 
pa [E] 4 (Fx (6, P)* М la,o =0. 


Если связи неголономны, уравнение Эйлера содержит производ- 
ную А’, а граничные условия превращаются в естественные гра- 
ничные условия 

PA [f] la, b =0. 


Это связано с тем, что в силу невырожденности оператора 
Е, (t, x, У) уравнение (F, (t. x, у))*п=0, Не R’, выполняется 
только при Н=0. Последнее замечание показывает, что в HETO- 
лономном случае можно с самого начала брать функционал Л 
в виде 


лв) = f, À (0, h (0) dt. 


В предыдущих вычислениях имеется некоторый пропуск. Для 
того чтобы привести /^ (Р) к проинтегрированной форме в случае 
неголономной связи, следует предполагать, что À == C1. Это условие 
действительно выполнено, если Ге С?. Напомним еще раз, что 
условие Ге С? считалось выполненным и при описании вида 
функционала Л и в дальнейшем при переходе к проинтегриро- 
ванной форме производной I’ (Г). В отличие от рассмотренных 
ранее вариационных задач мы не будем выяснять условия, при 
которых точка экстремума Г обязательно принадлежит C2. 

В типичном случае краевая задача и условия связи однозначно 
определяют вектор-функцию Î и функционал A. Если связь голо- 
номна, ее можно использовать для исключения l координат функции Ê 
из п. Уравнения Эйлера превращаются при этом в п уравнений 
для оставшихся п—[ координат функции È и для l координат 
функции А. Эти уравнения относительно координат функции # 
являются дифференциальными уравнениями второго порядка, 
поэтому их решения содержат 2n — 2[ произвольных постоянных. 
2п—2[ этих постоянных и 2l координат векторов Aa, А, можно 
найти из 2п граничных условий. Приведенный счет параметров 
показывает, что условия связи F(ź, 1(1)} =0 можно дополнить 
еще 2n— 2l дополнительными ограничениями на векторы f(a) 
и f(b). Ставя задачу с заданными граничными точками, нужно 
побеспокоиться о том, чтобы эти точки удовлетворяли условиям 
связи. Если связь неголономна, то уравнения связи можно исполь- 
зовать как l дифференциальных уравнений, чтобы выразить Í 
компонент функции Ê через другие. Эти выражения будут содер- 
жать [ произвольных постоянных. Уравнения Эйлера добавят на 
этот раз не 2и—2/ постоянных, а 2n— l постоянных, так как 
относительно l координат функции À они также будут дифферен- 
циальными уравнениями первого порядка. В итоге возникнет 2n 
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произвольных постоянных, которые должны быть определены из 
2n граничных условий. В общем случае неголономную связь 
можно дополнить еще 2n условиями на векторы Î(a) и f(b). 
Например, в случае неголономной связи можно рассмотреть 
задачу с заданными граничными точками. 

Уравнение Эйлера, граничные условия и уравнения связи 
эквивалентны тому, что совокупность вектор-функций f, А и Bek- 
торов Aa, № является критической точкой отображения 


Ï (i, A, №, № = (Ê). 


_ 41. Голономные связи. Докажем правило множителей и установим вид 
функционала Л, предполагая связь Голономной. Некоторые несложные обо- 
снования ради краткости будут опущены. Голономная связь допускает простую 
геометрическую интерпретацию: соотношение F (t, х) =0 определяет в В” 
(п--1—/)-мерную поверхность; вектор-функции №, графики которых лежат на 
этой поверхности, как раз и составляют множество М. При фиксированном 
t == А соотношение Е (1, х) =0 определяет (п —/)--мерную поверхность М; в R”. 
Пусть М, а— (п—0)-мерное подпространство в R”, касательное к М; в точке 
а= М, < R”. Пусть N, „= М; „— 1-мерное подпространство в ВП, ортого- 
нальное к My,» Произвольный вектор у <= R” допускает разложение у=Е--\, 
где & = М, R Е Naa Вектор-функции & & С! (А -— R”), удовлетворяющие 
условию ¢ (t) Е М ‚ ть» СОставляют подпространство М;. Подпространство, 


образованное вектор-функциями N == С! (А -—> R”), удовлетворяющими условию 
n (É) EN; кр, обозначим №. Если Не С" (А R”), то имеет место разло- 


жение В (£) = () +n (ć), () = М; р (0) = №, TOY Ему о раз- 
ложение 
h=§ +n, $ = Мь EN; 


Вновь обратимся к рассмотрению поверхности М,. В некоторой окрест- 
ности (/, нуля на М, а определено такое непрерывно дифференцируемое ото- 


бражение @; a: U >N, a Что точки а--&-Нф, „(&) лежат на Mg. Отобра- 
жение Ф, a АДА следующими свойствами: Ọ; a (0)=0, Фг, a (0) =0 (штрих — 
знак производной по аргументу отображения ф, a) порождают отображение 
Ф: ИМ, = М: 


(Ф E) O= P, r © 0). 


Отображение Ф принадлежит С! и обладает следующими свойствами: D EET 
Ф’ (0) ((=ф; TE (0) =0. Значения функции вида 5==4 (&), где чр (&) = 

< Е-НФ (=), E&U, лежат на множестве М. Множество U можно я ыыы 
следующим образом: 


={& а О, но. 


Оказывается, радиусы окрестностей U; ; ( Можно подобрать так, что их точ- 
3 


ная нижняя граница на А положительна. Это означает, что множество U 
содержит некоторую окрестность в пространстве Me, 


Если функция f является точкой экстремума в задаче Лагранжа, то 0 — 
точка безусловного экстремума функционала и = l.p: U —>R. Поэтому и’ (0) =0 
и, следовательно, 


Г’ (р &=0, где & = Ma. 
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Чтобы вывести отсюда правило множителей, следует доказать, что суще- 
ствует такой линейный функционал А на С! (A > RJ), что выполняется соот- 


ношение 
Г Iy HAC (P |y=. 


Вместе с очевидным соотношением 
Г’ м- Аб’ À |м=0 


_это приводит к правилу множителей. 
Положим у==0(’ (1 |». Убедимся, что линейный оператор у обратим и 


обратный оператор v~l ограничен. После этого можно положить 
A=T (Í) |y vi =T (f) v. 
Оператор v действует по формуле 
(vn) (=, tN (2), 
где V; a= F, (é, а) |y. Оператор Vi а Обратим, обозначим обратный vrl Вектор- 
функция 1 (1) = 4, К (0 © М, ta принадлежит М, если К <= С1 (А-В). 


Таким образом, (У) (К =v; (ок (1). Из этой формулы нетрудно вывести и 


ограниченность оператора v`ł. Найдем вид функционала А. Производная /’ (f) — 
интегральный функционал вида 


Г’ (9 n= fa [ @& O, 0 Opa +E ©, 1’ O) pa) dt 


Еели fæ С*, то gı «= С* н функционал T’ (f) можно преобразовать с помощью 
интегрирования по частям: 


ГО ч= fa E (0, 1 (0) 41-- (в, ЧА. 
Отсюда 
A (k) =" (f) vik = fa (€ (0), ок ©) dt +(e 0, Уч ® la. 


Положим (у; 1; a) g (0) =A (É) u № = (V'i) 8 О, тогда’ 
АК = A (0), k (0) dt Ar К), 


что и было объявлено в п. 41. 

42. Неголономные связи. Обращаясь к неголономным связям, вновь ради 
краткости будем опускать технические детали. На этот раз связи представляют 
собою систему дифференциальных уравнений 


F (t, f (2), ? (0) =0, 


но число уравнений, равное l, меньше числа функций l< п. Подпространство 
M; состоит кз решений уравнения в вариациях 


Fi 1 (0), PEO, ©, EO, Г 0) = 
оно является линейным однородным уравнением. Рассмотрим неоднородное ypas- 
нение 
Fa (1, # (1), P(A) h (+F, (t, f, P (0) № (t) =k (t), 


в котором k С (A —> В!) —заданная функция. Решение этого уравнения опре- 
делено с точиостью до слагаемого & принадлежащего М;. Построить под- 


пространство М; — это значит по существу указать какой-либо способ выбора 


единственного решения неоднородного уравнения, при котором решение линейно 
зависит от свободного члена К. 
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Отвечающее этому способу множество решений N неоднородного уравнения 
и образует подпространство М№,;. Ясно, что общее решение допускает разло- 


жение 
h=$§ +n, &= Mp ч=мМ,. 


Если бы число уравнений l было равно числу функций п, то подпростран- 
ство №; можно было бы фиксировать с помощью данных Коши y (а) =0. 


Так как [< п, данных Коши недостаточно, 
Введем в R” (п—[)-мерное подпространство М 


рами, удовлетворяющими условию 
Г. (2. X, v) Е ==0. 


t, x, у» образованное BEKTO- 


Наряду с ним рассмотрим в В” [-мерное ортогональное подпространство 
N, ху=Мр ху. Определим N; как подмножество в С! (А -> В”), состоящее 
из функций N, удовлетворяющих двум условиям: N (f) E М, f, кри (а) =0. 
Формула | 


n A= fin (9) dr 


показывает, что множество №, — подпространство в С! (А — R”). Убедимся 


в том, что неоднородное линейное уравнение при произвольном К = С (А — В 
имеет единственное решение N, принадлежащее Me. Введем оператор vi „ J= 
= F, É х, У) | ны? в силу предположения о невырожденности F, (É, x, У) 


он обратим. Предполагая, что Ņ = Nọ, приведем уравнение для N к виду 
т (A=A H n Ab (t), 


№ | | 
А = — Fita, ро» © TO РЁ (0), БО =, кок. 


Линейный оператор А (£): В” —> R?” и вектор b (1) = R” непрерывно зависят 
от [+ А. Полученное уравнение можно рассматривать как уравнение для. 
вектор-функций Д — В”, опуская условие 1’ (1) = М, ten, e Ибо А (В n E 

+5 (0, а следовательно, и N’ автоматически принадлежат М: tO pqg) Деполняя 


уравнение данными Коши y (4) ==0, можно утверждать, что линейное неодно- 
родное уравнение имеет единственное решение, принадлежащее Ne, 


Найдем теперь вид функционала Л на С (А —> R), удовлетворяющего coor- 
ношению 
l’ (9 ly HAC (® | =0, 


в котором / — заданный интегральный функционал. Оператор vt, у= 0’ (1 |y, 
сопоставляет свободному члену К решение N & N; неоднородного линейного 


уравнения. Уравнение было приведено к виду |’ = АЧ--Ь. Решение y задачи 
Коши с условием N (а) =0 можно, как известно, получить с помощью метода 
вариации произвольных постоянных. При этом окажется, что 


10 = К, T) b (1) dr, 
где K (t, т) — линейный оператор в В”, причем элементы его матрицы — непре- 


рывно дифференцируемые функции пары (f, т) (см. Приложение 1). Произ- 
водная l’ (f) — линейный интегральный функционал 


Гб h= fa [о ©), h (MHE ©, № 0) 146, 
если f & C2, то gi = C1. Преобразуем функционал /” (f): 
I h= fa (E, b (E) 4 ($ go (T) ат, h (0) |a; 
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здесь g(t) =g; o-i go (T) dt & C1. Если h (а) =0, то внеинтегральные члены 
исчезают: 
l = |a (E 0), № (0) dt. 


Функционал Л дается формулой 
A (k)=7 (f) |y vik= (f) vik=? (f) q= 
=f (E (0, n (0) dt= fa @ (0, A AnH b (0) dt. 
Преобразуем первое слагаемое: 
fa EO, AONA) 4 = fa (А* ФЕ, п) @= 
= (А* Hg H, |a K E, ЗЬ (т) dr) @& = \ dt È? (А* (080), K (t, 1) b (1) “= 
= |a dt |} (K* (т, 2) A* (т) 8 (1), b (H) dt= fa dt (F? К*(х, 0 А* (п) 8 Фат, bt). 


Положим 
и (A = |? K* (т, £) A* (т) g (1) dt +g (0; 


нетрудно видеть, что и © C1. В терминах p 


А = fa @ (D, b (D) dt. 
Выразим b через k: 

A k) = fa A (H, k 6) dt, 
здесь 

A (O= (Уно, го) в ©. 


Так как це С! и оператор (Ур. r)" благодаря F = С? и Те= С? также 
непрерывно дифференцируем по ź, то А = C1(A— R!) Таким образом, мы 
подтвердили вид функционала Л, объявленный в п. 40. | 

Для того чтобы получить правило множителей, остается доказать, что 
Г Е=0 при &= М;. Чтобы достичь этого, достаточно решить нелинейное 
уравнение 


Е t, OHOH, POHE OHY (0) =0 


относительно функции = М№;, считая {= М, а & = М; и достаточн® малым, 
и убедиться далее, что возникающее при этом отображение |= Ф (&) обладает 
обычными свойствами: Фе Cl, Ф (0) =0, Ф’ (0) =0. Благодаря невырожден- 
ности оператора ЕР, (Г, x, У) нелинейное уравнение можно решить при каж- 
дом É относительно N (f); решение будет единственным. если искать его в под- 
пространстве М, г (и), рр: ы 


Y OSH t, ОЕ OH, O+ D). 


Полученную систему можно рассматривать, игнорируя условие wW (0 = 
E Ni и, ро, Ибо оно выполняется автоматически. Решение задачи Коши 
с условием \(а)=0 (если оно существует) единственно и принадлежит Ne, 
При &=0 имеется решение \=0, при достаточно малых & решение также 
существует. На доказательстве последнего факта мы не станем останавли- 
ваться. Анализируя решение, можно доказать, что оно действительно порож- 
дает отображение Ф с необходимыми свойствами. Этими замеч ‘ниями закончим 
изучение неголономных связей. 
43. Принцип максимума. Исследование точек экстремума функционала 


1 M= fa L (t, t (8), Г (6) dt 
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на пространстве С1 (А — В”) равносильно исследованию точек экстремума 
функционала 


= L t, Г, g) adt 


на множестве М пар (f, g) вектор-функций f € С! (А — В”), g €C (A — R”), 
подчиненных невырожденной связи 


Отметим, что множество М в даныом случае — векторное подпространство 
в пространстве пар (f, g). 

Согласно построениям предыдущего пункта точка экстремума (f, g) функ- 
ционала [1 на множестве М является стационарной точкой функционала 


=) [Е 1, MHA 0, OE O pa] dt, 


где ),— некоторая функция из C1 (A — R»). Если стационарная точка (f, g) 
такова, что {= С? и бе С!*, то пара (f, 5) удовлетворяет уравнению Эйлера 
для функционала /„, которое в данном случае содержит два векторных урав- 


нения: 
У; (t, Ь 5) —^№ (Г) =0, 
VL (Е, f, в) —^ @) =0. 
Второе из них позволяет явно исключить функцию /, — множитель Лагранжа: 


А, (Е) = УГ, (Е, Е (6), g (0)). С помощью связи Г ==8 можно явно ИСКЛЮЧИТЬ функ- 


цию g. В итоге первое уравнение превращается, как и следовало ожидать, 
в уравнение Эйлера для функционала I 


SLAR УЕ t, i Pet 


Рассмотрим функционал [, на множестве М, которое характеризуется более 
сложной связью | 
Y (=F (t, f (6), g (1), 


ге Ре C2(AXR”xR” —> В”). По-прежнему при некотором À е С! (A —> R”) 
точка условного экстремума функционала [, является стационарной точкой 
функционала 


Гл Cf, = [L (6, F, g OHA (6), F ()—F (t, ТО, 8(0)))] dt, 
На этот раз уравнение Эйлера содержит следующие соотношения: 
VeL (Е, f, в) — (F; É, f, g))* A (0 — М (1 =0, 
У É, f, g)— (F, (f, f, g))* A (0) =0; 
* означает переход к сопряженному оператору. Введем функцию 


К (t, x, v, ^) =— L(t, x, v)+ (à, F (t, x, у). 


С ее помощью уравнение Эйлера перепишется в виде соотношений 


№ =— У,К É, T, g (6), A (0), (1) 
0=У,К ¢, E (H, g (0, № (0), (2) 


* Ни функционал, ни связь не содержат 5’, поэтому обычное предполо- 
жение (f, g) = С? излишне. 
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к которым мы присоединили уравнение связи. Второе из этих соотношений не 
содержит производных Г, в’, A’; его можно прочесть как уравнение для кри- 
тической точки функции К (f, x, v, À), рассматриваемой как функция от V 
при фиксированных Í, хи À, и использовать для того, чтобы исключить функ- 
цию g. Развивая подобную точку зрения, можно прийти к важному для при- 
ложений принципу максимума (принципу максимума Л. С. Понтрягина). При- 
менительно к рассматриваемой задаче принцип максимума гласит: в. точке 
абсолютного минимума функционала l, на множестве функций (f, g), подчи- 
ненных связи (3) и удовлетворяющих условиям Т (а) =&, (5) =, выполняются 
соотношение (l) и 


К (Е, 1 (1), © (г), № (1)) = шах К G, f- v, ^ (0). (4) 
УЕВ” 


Приведенная формулировка является чрезмерно узкой и не вскрывает пол- 
ного объема принципа максимума, кроме того, она, строго говоря, не совсем 
точна. 

Прежде чем переходить к содержательным комментариям, в порядке по- 
яснения отметим три простых момента. Во-первых, в отличие от всех преды- 
дущих утверждений в принципе максимума фигурирует не локальный, а абсо- 
лютный минимум. Во-вторых, функция К содержит L со знаком минус; это 
согласуется с тем, что в точке минимума функционала функция К достигает 
по переменной у максимума. В-третьих, точка максимума, конечно, является 
критической точкой и нотому из (4) следует (2). 

В порядке уточнения формулировки отметим, что точка абсолютного ми- 
нимума функционала [, должна искаться не на множестве пар (f, g), гладкость 
которых характеризуется условиями {= Cl, g& C, а на несколько более 
обширном множестве. В приложениях точка абсолютного минимума (f, g) на 
этом более обширном множестве, которое мы не станем описывать явно, как пра- 
вило, такова, что Г в смысле гладкости не хуже, чем кусочно-непрерывно 
дифференцируемая функция, а © — кусочно-непрерывная функция. 

Коротко отметим основные обобщения. 

1) Утверждение справедливо не только в точке абсолютного минимума, но 
и на более широком множестве точек сильного минимума. Обычные точки MH- 
нимума (f, g) функционала [, (иногда их называют точками слабого минимума) 
являются, по определению, точками абсолютного минимума функционала Г, 


ограниченного на некоторую (слабую) окрестность, т. €. множество пар (®, g), 
удовлетворяющих условию 


|. +g- g l < e 


с некоторым =. Сильная окрестность характеризуется менее ограничительным 
неравенством 


ИН < 


Запас функций, на которых следует контролировать эти неравенства (этот 
запас один и тот же в обоих елучаях), мы, как было условлено, описывать 
не будем. Конечно, сильная окрестность содержит слабую окрестноеть, поэтому. 
всякая точка сильного минимума является точкой слабого минимума (см. по 
этому поводу также п. 104). 

2) В дополнение .к условиям 


Р (0 =Е (t, f, 5(0)), (а) =Е, f(b)=n, 
характеризующим множество М, можно присоединить условие 
g (f) EU, 


где U — некоторое множество B R”. Если U —открытое множество, TO сохра- 
няется изложенная выше связь рассматриваемой задачи с задачей Лагранжа и 
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по-прежнему остается справедливым принцип максимума, в котором равен- 
ство (4) заменяется равенством | 


К (t, 1 (0), g (0, вы >= ( f (6), у, № (8). (5) 


Как и прежде, оно влечет за собою соотношение (2). Если U —замкнутое мно- 
жество, то связь с задачей Лагранжа. исчезает, однако приицип максимума, 
т. e€. соотношения (1) и (5), сохраняют силу, хотя из (5) на этот раз не сле- 
дует (2). 

В инженерных приложениях координата X описывает состюяние расематри- 
ваемой системы, а координата у описывает управляющие параметры, которые 
регулируют движение системы посредством дифференциальных уравнений для 
состояния 
ах 


a k (t, X, v). 


Предполагается, что управляющие параметры (координаты рулей, регулято- 
ров и т. п.) не могут выходить за пределы некоторого множества И, назы- 
ваемого областью управления. Задача’ заключается в том, чтобы найти такое 
(оптимальное) управление функцию 5:А- R”, которое порождаёт движение 
системы Î, переводящее состояние & в состояние N так, что Некоторый функ- 
ционал lı принимает наименынее значение. Довольно ясно, что в такого рода 
задачах значения управления могут лежать на границе множества И; тем 
самым к рассмотрению должны допускаться и замкнутые множества U 


$ 3. Функционалы, зависящие от функций 
нескольких переменных 


44. Интегральные функционалы, зависящие от функций He- 
скольких переменных. Интегральный функционал /, зависящий от 
функций нескольких переменных, определяется формулой 


I (u)= fp L(x, u (x), Vu (х)) ах. (1) 


В этой формуле D — фиксированное множество в В}, L(x, u, w)— 
заданная на Ох ВХ R? вещественнозмачная функция и и— при- 
надлежащая некоторому множеству Q функция на D со значе- 
ниями в В, которая является аргументом функционала. На по- 
добные функционалы без существенных изменений переносится 
основная идея, которая развивалась выше для интегральных функ- 
ционалов на множестве C! (А — R”), а именно идея связи между 
точками экстремума интегрального функционала и решениями 
некоторого дифференциального уравнения. На этот раз соответ- 
ствующее дифференциальное уравнение оказывается уравнением 
в частных производных. 

Начнем с опиеания тех классов функций и, на которых за- 
. дается функционал (1). Эти функции обычно будут предполагаться 
_ определенными на множествах, которые мы условимся называть 
в дальнейшем основными областями и стандартно обозначать бук- 
вой D. Основная область D — это ограниченное замкнутое множе- 
ство в пространстве В^, которое является замыканием некоторой 
области D’ (т. e. открытого связного множества) — внутренности D 
и граница которого ОР — достаточно гладкое множество. Мы не 
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будем явно характеризовать свойства границы ÔD, но предполо- 
жим, включая это в определение основной области, что: 

а) в каждой точке х границы определен, непрерывно зависящий 
от х единичный вектор п(х) внешней нормали, 

6) любая непрерывная функция и: ОВ интегрируема по D 
в смысле Римана, 

в) непрерывно дифференцируемая функция и: О-В, ограни- 
ченная на OD, непрерывна, | 

г) для любой непрерывной функции и: 0) ->R нев no- 
верхностный интеграл первого рода no OD, 

д) на D справедлива формула интегрирования по частям (фор- 
мула Гаусса — Остроградского). 

Примеры подобных областей описываются в курсах анализа 
при обсуждении формулы Гаусса — Остроградского (см., напри- 
мер, [2]). 

Не обсуждая условия а)— д) подробнее, отметим лишь, что 
они не независимы и могут быть сведены к меньшему числу пред- 
положений. Ниже в этом пункте появится еще одно предположе- 
ние относительно области D. 

Напомним, что в п. 32 мы условились считать функцию 
u:D->R г раз непрерывно дифференцируемой (и == С”(0)), если 
существует такая г раз непрерывно дифференцируемая функция 
и:0,—В, D,— открытое множество, содержащее D, что огра- 
ничение и, на D совпадает с и. Интеграл Римана от функции u 
по D условимся обозначать 


Í p u (x) dx, HJIH (ри dx. 


Поверхностный интеграл первого рода от функции и по OD ycno- 
вимся обозначать 


им #099 = lap и 45. 


Формула Гаусса — Остроградского состоит в следующем: если 
и, v & С1(О), то 


ia uuy, dx = — Í> Ux U dx + |p u (x) v (x) (e;, n (x)) dS. 


Здесь e; = (0, ..., 1, ..., 0) —единица Ha 1-ом месте. 

Если функция L в формуле (1) непрерывна, то функционал I 
определен на множестве C1 (D); его называют интегральным функ- 
ционалом на Ct (D). 

При рассмотрении экстремальных задач для функционала (1) 
используются три нормированных пространства. | 

1) Пространство С (р). Его элементы — непрерывные функции 
u :D —> R, норма дается формулой 


|u| = sup |u (x)|. 
хеЕД 
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2) Пространство С*(р). Его элементы — непрерывно дифферен- 
цируемые функции и: 2 -> В, норма дается формулой 


|u с: = sup |u (х) | sup | Уи (x) |r- 
хеЕД хеД 


3) Пространство С (90). Его элементы — непрерывные функции 
u:0D —R, норма дается формулой 


[и |= sup !u (x)|. 
хЕОД 


В дополнение к сформулированным выше условиям а) — д) на 
множество D предположим, что выполняется также условие 

e) множество ограничений функций из Ст(О) на гранииу OD 
плотно в прострачстве С (0D). 

Это условие, так же как и условия а) — д), выглядит трудно- 
проверяемым. Читатель должен иметь в виду, что для всех обла- 
стей D, имеющих гладкие в естественном смысле границы, усло- 
вия а) —е) выполняются. 

Кроме функционала, аргументами которого являются функции U 
с числовыми значениями, в приложениях часто приходится иметь 
дело с функционалами /[, аргументами которых являются вектор- 
функции и: ра R? — В": 


(и) =\ p L(x, u(x), и’ (х)) 4х. — | (2) 


Здесь и’(х) — оператор В*- В" — производная вектор-функ- 
ции и в точке x. Напомним, что матрица оператора и’(х) есть 
матрица Якоби отображения и: {Uis (x)}. Принадлежность отобра- 
жения и классу С” — В”) равносильна тому, что каждая коор- 
дината и; i=], (и (x) = (u, (X), ..., Un (Х))) принадлежит 
CiD. D ü. 29 было, показано, что множество операторов R? -> В” 
образует нормированное пространство, которое было обозначено 
Г. (R? — В”). При переходе от функций и: D — В к отображениям 
и: р > В” пространства С (0) и С*(О) заменяются пространст- 
вами С(р-—> В”) и С1(Р- R”). 

4) Пространство С (D —> R”). Его элементы — непрерывные BeK- 
тор-функции и: О — В”, норма дается формулой 


[u}= sup |u (x) |n: 
хеЕД 
5) Пространство C! (р — В”). Его элементы — непрерывно диф- 
ференцируемые вектор-функции и: О — В”, норма дается формулой 
lul- = sup | м n u’ п). 
Рис, = sup |u (fret sup fu" (x) [| (в ви) 
Аналогично С (00) вводится 
6) Пространство С (0D — R”) с нормой |и|= sup [м (х)|ьл 
x&0D 
7) Евклидово пространство H (D — R”) определим сразу при 
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n=l. Оно еостоит из тех же элементов, что и пространство 
С (D - В”), екалярное произведение дается формулой. 


(u, у) = р (u (x), V (х)) пл dx. 


Функция L в формуле (2) задана на ОхВ”ХЕ (В*-> В”). 
Если L непрерывна, то функционал определен на C!(D — В”); 
его называют интегральным функционалом на С*()- В”). 

При п=1 функционал (2) и норма в пространстве C! (р — В”) 
не переходят буквально в функционал (1) и норму в простран- 
_ стве С*(р). Связь между функционалами (1) и (2) при п=1 уста- 
навливается формулой и’(х) & = (Уи(х), $), &« В», к которой 
можно относиться как к определению градиента (см. п. 34). Экви- 
валентность экстремальных задач для функционала вида (1) на 
C!(D) и функционала вида (2) на С' (D — В) — следствие равен- 
ства | Уи (х) [ве = и” (х) || (rtr) благодаря которому |u le: (р) = 
T |u lc: (DR). 

Равенетво норм Vu (x) и u’ (X) вытекает из следующего общего 
предложения: норма |{| линейной функции l: R? —> В вида [(&) = 
= (g, &) равна норме |&| вектора g <= В*. В самом деле, |1(&)| < 
=|# 5 поэтому || =<18 $ с другой стороны, |1(8)|=18Р = 
=19 15 поэтому |1|=|8!; следовательно, |1|=|5|. 

45. Вариация функционала /. Рассмотрим вначале интеграль- 
ный функционал вида (1) на пространстве С1(Р). Повторяя 6e- 
‘существенных изменений построения, проведенные выше для инз 
тегрального функционала на пространстве Ct (А — В”), убеждаемся 
в следующем: 

1) Функционал Г непрерывен. 

2) Если [Ге С’, то функционал I во всех точках и имеет 
г-ю вариацию ® I (и, h), при этом | 


ôI (и; В) = (5 d L(x, u(x), Уи (x); 0, h(x), УР (х)) ах. 
B yacTHOCTH, 
ôI (u; h)=\pdE (x, u(x), Vu (x); 0, h(x), Vh (х)) dx = 
=| [La (к, u(x), Vu(x))h(x)+(VwL (x, u(x), Vu (х)), Vh (x))] dx. 
В координатной записи 
ôI (и; h)= (p [La (x, u(x), Уи (x))h (x) + 
НУ Lw, (x, u(x), Vu (х)) hx, (х)] ах. 


3) Если LÆ С? u ие С°, то первая вариация функционала 1 
с помощью интегрирования по чажтям может быть приведена 
к проичтегрированной форме 


ŠI (u; Ц [Lu (x, и, Уи) — (Yu Vul (x, и, Vu)]A (x) dx+ 
+ fop (n, VaL (x, u, Vu))h(x)dS. 
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Положим 
L [ü] (x)= Гы (X, и, Уи) — (У, У. ка, Vu) = 
3% д 
= Lu (х, и, Уи) — , Jg Lv; (х, и, Уи) 


i=l 


И Е 
plu] (® = (n(x), У». (x, u(x), Vu (x))). 
Тогда 
ôI (u; h) = |p L [u] (кв (x) dx + {5 р [u] (в (x) dS, 
короче 


Г (u; №) = (Е [4], ыы р [шв ds. 
4) Вторая вариация &?I (и; h) дается формулой 
021 (и; В [ии (х, и, Уи) И? (х) + 
+2 (УГ (Xx, и, Уи), УВ) И (х) - (УГ. (Xx, и, Уи) УВ, Vh)] ах. 
В координатной записи 
621 (и; В) = \p [ии (х, и, Уи) в? (х) + 
+2 У [шь, (х, и, Уи) в (х) ву, (x) + 
+i ai Log, (х, и, Уи) И, (х) h, (x)] dx. 

5) Если L € С*, то функционал I непрерывно дифференцируем, 
при этом di (u; №) =6Г (и; h). Если L&C?, то функционал I 
дважды непрерывно дифференцируем, при этом QI (и; h) = 
= 031 (u; h). 

Аналогичные утверждения верны для интегрального функцио- 


нала вида (2) на С*(Р — В”). Приведем лишь формулу для nep- 
_ вой вариации 


61 (и; В) = {5 42 (x, и, и’; 0, h, h’) dx= 
= Íp [Lu (x, u, и’) В (х)- Ён (х, и, и’) В’ (x)] 4х = 
= Dumi [ик и, и’) Dji Loy (0 и, и’) вы, (x)| dx 


В последнем выражении {w} — матрица оператора м: В*- В”. 
Предполагая, что и = C?, можно получить проинтегрированную 
форму первой вариации 


61 (и; В) = о ра, (x, u, w- y L Lw; (X, и, u nx 
Xhi (x) dx + fop Xy, Ley (х, и, и’) h (x) пу (x) 4$. 


Введем вектор-функцию Lẹ[u]:D —> В”, полагая 


(L [м] (х)): = Ги, (X, u, и) У : 


1=1 ху Lw, (X, M, и’), 
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и вектор-функцию р [и]: 0) — В”, полагая 
(р [и] (x): = Ури Lwy (и, и’) п) (x). 
Эти обозначения позволяют переписать вариацию короче: 
67 (и; В) = р (L [u] (x), В (х)) dx+ | ap (р (x), В (x)) dS = 
= (Г [u], h)a + fop (P [u], h) 4$. 


46. Уравнение Эйлера — Остроградского. Обозначим через 
© (р — В”) множество бесконечно дифференцируемых финитных на 
D (т. e€. аннулирующихся в некоторой окрестности границы) 
функций и : D— R”. Положим, как обычно, $ (2) =5 (D — В). 

Лемма Лагранжа (многомерный вариант обобщенной леммы 
Лагранжа). Функционал 


L (h) = | pg (x) A (x) ах 


на множестве S(D), где ве С (D), равен нулю тогда и только 
тогда, когда в =Q. 

Доказательство. Допустим, что g0. Тогда найдется 
такая точка а, внутренняя точка D, что & (а) == 0; пусть g (а) > 0. 
В силу непрерывности g неравенство g (х) = = > 0 выполняется 
в некотором расположенном внутри D шаре |х—а|| <ô, 6>0. 
Можно построить функцию h, h € (О), положительную внутри 
шара |х—а|<6б и л равную нулю вне. шара|х-—а| >ô. 
Вот пример: | 


29 2 __ §2]-1 T 
в РИ al? — 6?]-1, |х—а|< ô, 


0 ‚ х—а| =ô. 
Тогда 


(раю = ав ВА „_ и <. й (® 4х >0. 


Полученное противоречие доказывает лемму. 

Замечание. Ни в формулировке, ни в доказательстве леммы 
Лагранжа размерность. k множества D не играет роли, и можно 
считать, в частности, что Е =1. 

Стационарные точки функционала I. Для функцио- 
налов. на С* (А —> В”) при определенных предположениях относи- 
тельно функции [, было доказано, что стационарные точки функ- 
ционала принадлежат классу С?. Для функционалов на С1 (р -> R”) 
этот факт уже не является элементарным. 

Пусть L еС? и и= C? Для того чтобы функция и была cma- 
ционарной (критической) точкой функционала I, необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялись уравнение Г. [и] =0 (уравнение 
Эйлера — Остроградского} и граничные условия р [и] =0 (естест- 
венные граничные условия). 
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Достаточность немедленно следует из проинтегрированной 
формы первой вариации. Докажем необходимость. Пусть 
| 0/ (и; В) =0 при ВЕ C1 (D — В”. Если h €e 5$ (А R”), то 


ôI (u; В) = (|, (L [u] (x), В (х)) dx =0. 


Отсюда в силу леммы Лагранжа следует уравнение Эйлера — Остро- 
градского [,[4] =0. Вновь полагаем Ве С'(р — В”). Так как 
выполнено уравнение Эйлера — Остроградского, то 


ô/ (u; h) = fop (р [м] (x), В (х)) dS =0. 
Согласно условию е) п. 44 множество ограничений функций 
h = C! (D) на D — плотное множество в С (0D). Относя этот факт к 
каждой координате вектор-функции h æ Ct(D — В”), можно 


утверждать, что он переносится на пространства C!(D — В”) и 
С (90 -> R”). Из формулы 


(ов (€09), h(x) 48 =0, 


rae g €C (00 — К”) —фиксированная функция, а Не Сс*() — 
— R”) — произвольная функция, следует такая же формула для 
произвольной h е= С (00 — R”). В самом деле, если В Е С (90 - В”) 


и h e С*(О - В”), 
ТО 


| (€ (х), h(x) 4$ |= |}: (8%), h(x) dS — 
— fao (E0), В) 48 = |5, (8 ©), hix) — h(x) 4$ |< 
< ый œI В (%9 — f(x) 145 = вв 5, 


где S = | ;p 145 — площадь границы OD. Ввиду того, что норма 


|6 —В [с может быть сделана произвольно малой за счет выбора h, 
приходим к объявленному утверждению. 
Итак, можно утверждать, что 


а (р [м] (x), В (х)) dS =0, 
где h € C (00 — R”) произвольно. Положим В =р [u], тогда 


рр lu] (x) P dS =0. 


Граничное условие p [u] =0 доказано. 
Уравнение Эйлера — Остроградского. Выпишем уравнение 
Эйлера — Остроградского подробнее. При п=1 


L {u} (x)= La (x, и, Уи) — Er Lox, (X, и, Уи) — 
рр pr Го (х, и, Уи) Их — № faxi Lwow; (X, и, Уи) Ux xi = {h 
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Для вектор-функций 
(L [u] (x)= Ги, (X, м, и’) — У, а, (х, и, и’) — 
gi p> br Lw, (x, u, u’) 1х,  — 
У a Drai PAN i ww p (X, Ш, U) цих, х, = 0. 
Уравнение Эйлера — Остроградского является дифференциальным 
уравнением (системой дифференциальных уравнений) второго 


порядка. Решения уравнения Эйлера — Остроградского называют 
жстремалями функционала. Естественные граничные условия 


(n(x), УГ (х, и, Уи) вр) =0 


устанавливают связь между u и Уи на границе. В случае 
вектор-функций естественные граничные условия выглядят еледую- 
щим образом: 


У ши 09 =0 


Примеры. Пусть n= 1 и L(x, u, м) = z (w?°+vu?)— fu, где v u f— 
заданные функции D —> R. В этом случае 


| 
I (и) = \, 5 |(Уму-- vu? | — fu} dx. 
Уравнение Эйлера — Остроградского имеет вид 
— Au + vuu =f, 
где А — оператор Лапласа в В!: 
Ди = У ша, 


Естественные граничные условия 


(n(x), Уи (х)) ор =0 или чи | 


При о=0 приходим к задаче: Неймана для т уравне- 
ния Лапласа (уравнения Пуассона). При v =0, }=0 экстремали — 
гармонические функции. 

Интеграл 


I (u) = |p (1 + (Vu (x))?)" dx 


paBeH площади поверхности в В", точки (X, у) =(х,..., Xr, И) 
которой определяются уравнением 


y =u (x). 
Уравнение Эйлера — Остроградского для функционала / имеет вид 
Уи 
У, ——— | =0, 
"УЕЕ) 
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естественные граничные условия. 


Уи } | аи 
(n УЕ ) la aar ВЬ , 


Ясно, что постоянная функция является стационарной точкой 
функционала. Экстремали функционала / называют минимальными 
поверхностями. Можно показать, что уравнение Эйлера — Остро- 
градского допускает в данном случае простую геометрическую - 
интерпретацию: оно означает, что средняя кривизна во всех точках 
минимальной поверхности равна нулю. 

На функционалы, заданные на нормированных пространствах Ё, 
элементами которых являются некоторые функции D —> В”, легко 
перенести понятие вариационной производной. Будем считать, что 
пространство Ё содержит множество $ (р — В”). Рассмотрим функ- 
ционал /: ЕЮ. Говорят, что функционал имеет в точке и 
вариационную производную, если существует такая функция 
à € C (D —> В”), что при всех Нез (р — В”) справедливо пред- 
ставление 

r (u) m= (À, h)y. 


При этом функцию А называют вариационной производной функ- 
ционала Г на функции и и пишут 


ôl (u) 61 (u) ôI (u) 
А би А ыы), м0) ыы, 


Интегральный функционал имеет к производную 
во всех точках, при этом 
6/ р 


= L [u]. 


47. Экстремальные задачи. Все рассмотренные выше ƏKCTpE 
мальные задачи для функционалов на функциях А — В” обобщаются. 
на функционалы, аргументами которых являются функции несколь- 
ких переменных. 

Задача со свободными граничными точками — 
это задача на отыскание точек экстремума интегрального функ- 
ционала / на пространстве С1 (р —> В”). Точки экстремума в такой 
задаче — стационарные точки функционала. Следовательно, точки 
экстремума, принадлежащие С?, удовлетворяют уравнению Эйлера — 
Остроградского и естественным граничным условиям. 

Узнать характер экстремума можно с помощью о 
Обсудим это условие при n=l. 

Квадратичный интегральный функционал на Ct (D) по опреде- 
лению имеет вид 


K (h) =| p [Q (x) h? (x) + 2 (R (x), Vh (x)) h (x) + (P 1x) Vh (x), Vh (x))] dx, 


здесь Q — функция D —> R, R — вектор- функция D —> К", a P — функ- 
ция D —1 (В*-> В*), значениями которой являются операторы 
в R}. Отображения Q, R и P считаются непрерывными. 
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Обозначим через С, (р) множество функций и из С1 (0), удовле- 
творяющих условию и|р=0. Обобщая естественным образом 
построения п. 21, можно доказать лемму. 

Лемма. Если функционал K положителен на Су (О), т.е. К (1) =0 
при Пе С, (0), то при всех x положителен оператор P (x). 

Вторая вариация 0?/(и; h) функционала /[р— квадратичный 
интегральный функционал, при этом P (х) = VwLw (X, и (x), Уи (х)). 
В точке минимума (максимума) 6/1 (и; И) -0 (<0) при А= C! (D). 
Поэтому выполняется 

Условие Лежандра. В точке минимума (максимума) и 
в задаче со свободными граничными точками оператор 
VwLw (x, u(x), Уи (х)) положителен (отрицателен) при всех x: 

Fa fai Ги (х, u (x), y4 (x)) P? =>0 (< 0). 

Обратимся к примерам, рассмотренным в предыдущем пункте. 
Если L(x, и, w) = (W? +ou?) — fu, TO Lw w, = бу, так что функ- 
ционал [ не может иметь точек максимума. Если L(x, и, w)= 
= (1 -+ м?)'/*, то 

| RE pe б;; (1 и 
2. (1 + w2)"/2 5 
следовательно, 
2 2) — 2 2 
DijLw w KiS; aiii Sarama = 
(iF wt) O u В 
Таким образом, функционал / также не может иметь точек MaK- 
симума. 
Задача с заданными граничными точками. Эта 
задача состоит в отыскании точек экстремума функционала / на 


множестве Ch(D— В”) функций из С'(Б- В”), принимающих 
на границе OD заданные значения. 


u ləD = Ф, 
феС (02 — В”) — заданная функция. 
Если и — принадлежащая C? точка экстремума, то и — peue- 


ние краевой задачи 
Ци] — 0, u lD = Ф. 


На этот случай без всяких изменений переносится условие 
Лежандра. 
Если L(x, и, w) = (W? +ou?) — fu, то краевая задача oka- 
зывается задачей Дирихле для уравнения Шредингера: 
— Au + vu =f, ибь =. 


Утверждение, которое гласит, что точка минимума функ- 
ционала 


I (u) = 5 \ A (yu)? dx 
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на множестве Ce (р) является решением задачи Дирихле 
Ай =0; в] =, 


известно под названием принципа Дирихле. Благодаря многочис- 
ленным приложениям уравнения Лапласа принцип Дирихле явля- 
‘ется важным утверждением. С принципом Дирихле связаны два 
непростых вопроса: существует ли при данных D и ф точка munu- 
мума и принадлежит ли точка минимума классу С?? Ответы на 
оба эти вопроса при подходящих D и ф положительны, их иссле- 
дование сыграло важную роль в развитии вариационного исчис- 
ления. Отметим, что в настояшей книге эти вопросы обсуждаться 
не будут. | 

Для функционалов на C!(D — R”) можно рассмотреть также 
изопериметрическую задачу и задачу Лагранжа. Результаты $ 2, 
где эти задачи изучались для функционалов на С1 (А — В”), естест- 
венно обобщаются на этот случай. 


$ 4. Связь вариационного исчисления с механикой 


48. Лагранжева механическая система. Дифференциальные 
уравнения Ньютона для потенциальной системы N материальных 
точек, имеют, как известно из механики, вид 


miri = — Ог, (t, Ру tse МА 
Здесь {— время, t E R, г, (Г) — положение 1-й частицы в момент &, 
г; (t) = R’, т; — масса 1-й частицы, U (t, г., ..., гм) — потенциаль- 


ная энергия системы в момент времени Í в конфигурации x = 
=(г.,..., Гл) Е В3^. Введем на C! (А — В3^) функционал 


1—5 = | [T (t) — U (t, 9] dt, 


где T (У) — кинетическая энергия системы, имеющей скорость у = 
=(Vi, ..., Ум) Е RN; у, — скорость 1-й частицы, у; е R8, 


Рам и 
Го = в У _ тм. 
Уравнение Эйлера для функционала S 
— 4, ВС Т')=0, 


записанное в координатах, совпадает с системой уравнений Ньютона 
—О:, (1, f) — mft =0, r; =f; (t), p l, TET N. 


Оказывается, что класс механических систем, уравнения дви- 
жения для которых совпадают с уравнением Эйлера для некото- 
рого естественного интегрального функционала, чрезвычайно обши- 
рен. Такие системы занимают важное положение в механике 
и называются лагранжевыми. При исследовании лагранжевых 
систем с успехом используются формульный аппарат и геометри- 
ческие идеи вариационного исчисления, о которых пойдет речь 
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в гл. ТУ иУ. В число лагранжевых систем входят не только 
системы с конечным числом степеней свободы, но и поля, системы 
с бесконечным числом степеней свободы, например различные меха- 
нические модели сплошных сред. Общий язык вариационного исчис- 
ления сближает системы с конечным и бесконечным числом степеней 
свободы. Он также позволяет рассматривать как механические 
системы поля, которые не имеют непосредственного механи- 
ческого смысла, например электромагнитное поле и поля, воз- 
никающие в теории элементарных частиц. Аппарат вариацион- 
ного исчисления используется и при квантовании лагранжевых 
механических систем, опять-таки независимо от того, имеют они 
конечное или бесконечное число степеней свободы. 

Для того чтобы аппарат вариационного исчисления можно было 
применить к системам с бесконечным числом степеней свободы, 
его следует обобщить на тот случай, когда роль основного про- 
странства вместо С1 (А — В”) играет пространство C! (А — Е), Е — 
нормированное пространство. Элементами пространства С1(А — Е) 
являются отображения f: A—> E класса Ct. Норма определяется 
но аналогии c С1(А — В”): 


[Ер=зир И (ВНЕ supit (1). 
{Е А 1ЕА 
Оба слагаемых здесь конечны, ибо функции |f(-)} и | (.-)|, за- 
данные на А и принимающие значения на [0, со), непрерывны. 
Интегральный функционал / на С1(А > Е) определяется обычной 
формулой | 
(=, Е (£), Г (£) dt, 


где L— непрерывное отображение АхЕхЕ-— К. Без изменений 
переносятся на этот случай все утверждения о непрерывности 
и дифференцируемости функционала [, при этом 


Г (ЭВ = 41 (f; В) =6/ (f; В) = f, dL (t, 1 (0, Ё (0; 0, h(£), h’ (9) dt = 
= f [1 (6, 1 (0, ГОР A, EA) h (0] dt. 
Стационарные (критические) точки по-прежнему характеризуются 
условиями 
р* [f] (= Lv (t, КО, Г (H) е С (АЕ), 
L* ПО 10, Г) а, О, Г 0) =0, 
р* [t] (1) la, o =0. 

_ Отметим, что отображения р* [f]: A — L (Е) u L* [f]: A — L (E) при 


Е = R”He тождественны отображениям р [f]: A — R” u L[f]: А- R”. 
Они связаны друг e другом формулами 


_ р*Ш(О5= (р (6, 5), 
L* [F] (08 = (L [f] (8, 5), $ = В”. 
При f& C? уравнение /.* [1] =0 превращается в дифференциаль- 
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ное уравнение второго порядка (уравнение Эйлера) 
L” [f] (t)=Lx (2, f, г )— Lyt (£; f, F )— j am (t, f, t ) t— 7 SR (t, Ь Г) по. 


Всякое решение уравнения Эйлера называется экстремалью функ- 
ционала l. При дополнительных предположениях относительно È 
и пространства E можно доказать, что из р* [1] == С! следует ЁеЕ Ce. 
На произвольном отображении f & С? производная T’ (f) имеет вид 


Г (f) h= |, L* (0 h (0 dt + p* [f] (£) h (2 la. 


Точки экстремума в задачах со свободными и с заданными rpa- 
ничными точками характеризуются, как обычно, уравнением 
L* [f] =0 и граничными условиями р* [П.ь=0 и Г. = 
соответственно. 

Опишем теперь терминологию, которая используется в теории 
лагранжевых систем. Лагранжевой механической системой называ- 
ется пара (E, L), где E — нормированное пространство, а L — функ- 
ционал на В x E?. Пространство E называется конфигурационным 
пространством системы, пространство Е? — пространством состоя- 
ний, функционал L— функцией Лагранжа, или лагранжианом. 
Первый аргумент функции Лагранжа называют временем, первую 
ксординату пары (и, У), элемента. E?, — конфигурацией, а вторую — 
скоростью системы. Размерность пространства E называют числом 
степеней свободы системы. Система с бесконечным, т. е. не конеч- 
ным, числом степеней свободы называется полем. Действием си- 
стемы на интервале А называется функционал 


f—> Sa (= h 2 (1, 1 (1), Ё (1) @, 


где f: A— Е. Уравнение Эйлера [.* [1] =0 называется уравнением 
движения или уравнением Лагранжа системы, движением системы’ 
(на интервале времени А) называется экстремаль функционала SA. 

Можно во внутренних механических терминах охарактеризо- 
вать богатый класс механических систем, которые являются лаг- 
ранжевыми. 

Утверждение, гласящее, что механической системе можно CONO- 
ставить функцию Лагранжа так, что она превратится в лагран- 
жеву механическую систему, называется в механике принципом 
Гамильтона. Иногда принцип Гамильтона называют принципом 
наименьшего действия, подразумевая, что механическое движение 
сообщает действию эл минимум на множестве Cn (А — Е) отобра- 
жений {с той же начальной и конечной конфигурациями: Ё(а)= &, 
f(b)=n, что и Yy движения системы. Подобное положение, 
в которое `бесспорно верили, когда зарождались вариационные 
принципы механики, нередко, но далеко не всегда, имеет место. 
Для лагранжевых систем всегда, однако, имеет место стационар- 
ность действия на механическом движении, т. е. выполняется 
равенство 0/ (f; В) =0 при h € С, (А — E). Как обычно, С; (A — E) 
по определению состоит из отображений, удовлетворяющих усло- 
виям В (а) =0, В (5) =0. 
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В приложениях функция Лагранжа часто имеет вид 
L=T—U, 


где T — квадратичный функционал скорости V при фиксированных 
других аргументах, а U не зависит от у. Функционал T называ- 
ется кинетической энергией системы, функционал U — потенциаль- 
ной. Подобные механические системы иногда называют натураль- 
ными. 

Пример. Пусть движение потенциальной системы № матери- 
альных точех ограничено связями. Предположим, что связи сво- 
дятся к выделению в конфигурационном пространстве В3^ под- 
множества М, которому может принадлежать конфигурация 
системы. Пусть это подмножество является образом гладкого 
отображения Ф: В*- RN. Если f: A— В* — путь в В*, то ему 
соответствует нуть Dof: A — В3^ на М. Скорость этого пути равна 


t> (1 (0) Ё (0. 


Ему отвечает кинетическая энергия 
TEO =Y m (У, Фи, О) (0 = 
=5 У, i A OKOK O, 


где 
Aij (u) Ta biar MkDru, (u) Dru; (u), Mzi +1 = Mi, [= L 2, 3. 


Рассмотрим лагранжеву систему, отвечающую паре (R, [*), где 


| h 
L*=T*—U*, T* (t, u, v) =5 D, Au (U) va, U* t, u, v)=U (f,O (u)) 
В курсах механики показывается, что если f: A—> R? — движение 
такой системы, то Ф.Ё A— В3^ — движение исходной, ограни- 
ченной связями, системы. Если отображение Ф обратимо, то вся- 
кое движение исходной можно описать подобным образом, так 
что исследование исходной системы сводится к исследованию пары 
(В*^, [*), которая является натуральной лагранжевой системой 
с k степенями свободы. 

Рассмотренную систему можно было бы связать с вариацион- 
ным исчислением иначе. Можно было бы охарактеризовать ее дви- 
жения как функции, значения которых лежат на М и которые 
аннулируют действие $ на смещениях, подчиненных связям: 
бо (f; В) =0 для НЕМ, < В3^, М; — подпространство, касатель- 
ное к М в точке Г. В этом подходе обнаруживается связь с зада- 
чей Лагранжа. | | 

49. Локальные поля. [Ione называется локальным, если: 1) Е = 
= C! (Q — В”), 2) функция Лагранжа имеет вид 


L(t, и, у) = \ о 4х (t, x, u(x), v(x), u (x)). 
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Функция Æ (t, X, uU, V, W) называется плотностью функции Лаг 
ранжа, она предполагается гладкой (как минимум принадлежа- 
щей классу С?). Под Q подразумевается либо основная область 
в Rê, либо @=В'. В последнем случае в пространство включа- 
ются только достаточно быстро стремящиеся к нулю вместе с про- 
изводными отображения R'— В”, а плотность функции Лагранжа 
считается достаточно быстро стремящейся к нулю вместе с про- 
изводными при X—> оо, и, у, \-—0. Локальное поле называется 
скалярным, если п =. 

Для локального поля действие на интервале времени А дается 
интегралом 


Sa (= f, di (o dx £ (t, x, u(t, x), u(t, x), их (Е, x)), 


где значение 1 (1) (х) отображения f(t): Q - В” в точке x обозна- 
yeno и (Е, x): Î(t)(x)=u (t, x). Таким образом, Îf— Sa (1) может 
рассматриваться как интегральный функционал и — Sp (U) Ha MHO- 
жестве отображений u: D = A x Q -» В”. Какова связь между урав- 
нением Эйлера [* [1 =0 для функционала Sa и уравнением SÄ- 
лера — Остроградского [и] =0 для функционала Sp? Уравнение 
[* [| =0 равносильно уравнению [*[П (И) В=0, где h— произ- 
вольный элемент пространства E = С* ($2 —> В”). Подробнее 


L* [ОВ В Р-Р 
dt 


Для локального поля 
Г (1, 1, Р) В = \ dx [Zu (t, X, u, v,ux)h (x)+ £w (t, x, u, v, ux) h’ (х)], 


L(t, f, t) h= |o ах, (t, x,u, v, их) h(x). 
Поэтому 


“(ОВ =, ах |. О О (. в, 


где В — произвольный элемент пространства E. Если отображение 
х—и(р, X) принадлежит классу C?, в последнем соотношении 
можно выполнить интегрирование по частям: 


L* [f] 6) h= fo (£ [u] (x, 0, h(x) dx + \ (р [и] (х, 9, Вх) а 


Отсюда следует, что уравнение Эйлера L*[İ]=0 равносильно ypas- 
нению Эйлера —Остроградского L [и] =0 на цилиндрическом MHo- 
жестве AXQ и естественному граничному условию р[ч]=0 на 
«боковой» границе А хд® этого множества. Таким образом, уравне- 
ние движения для локального поля заключает в себе уравнение 
Эйлера—Остроградского £ [и] = 0 и естественное граничное условие 
р [и] =0 на Ахо®. В том случае, когда Q = В', естественные rpa- 
ничные условия выпадают. 
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_ производные k 


Если в определении локального поля Q — основная область, 
О R’, а описание функции Лагранжа заменено более общим: 


L (t, и, у) = \ Z(t, x, u(x), v (x), u’ (х)) dx + faeo% (t,x, u(x), v (x)) 45+, 


то поле называется нагруженным локальным полем. Функция 
AM (t, X, и, У) в этом определении предполагается непрерывной. 
Нетрудно убедиться, что уравнение Эйлера L[f]=0 в этом случае 
равносильно уравнению Эйлера — Остроградского Æ [и] =0 и rpa- 


ничному условию р [и] + Au — эр, =0 на Лхо0®. 
Запишем основные уравнения для локального поля в терминах 


9$ › (и) 
вариационных производных. Так как Æ [u] = a ‚ то уравнение 


Эйлера—Остроградского [и] =0 можно записать следующим об- 


ôS p (и 
разом —5 = 


Введем теперь вместо производных La и Ly вариационные 
ОГ. (t, u, у) n ôL (t, u, У). 
— Е 


Lu(t, u, ув = (FEE, в), LG u, Ув = (FET, в), 


Условимся о новых обозначениях: 


ÔL (t, t), P) _ Е u, у) | 


— 


би би u =f(t), v=f'(t)’° 
ÔL (t, (6), (H) _ ôL (t, и, v) 
бу бу u=f (t), у=Р 


C их помощью получаем 


ЕГО, РС d ôL (t, f (£), Ë (t 
ен O E O 


Таким образом, уравнение Эйлера L[İ]=0 можно записать сле- 


’ дующим образом: 


ôL (t, Е (6), Ё (2) CEVALON Г (0) s0 
би ~ dt бу Я 


50. Примеры. Для классических механических систем, в том числе для 
некоторых моделей сплошных сред, уравнения движения (и граничные усло- 
вия) часто выводят, вычисляя кинетическую энергию T, цотенциальную энер- 
гию (И, составляя функцию Лагранжа [=Т— 0 и, Наконец, уравнение 
L [f]=0. 

1) Струна. Найдем уравнения движения тяжелой однородной струны, 
подвешенной за один из концов и совершающей малые поперечные колебания 
в фиксированной плоскости вблизи вертикального положения равновесия. 
Будем предполагать, что точка подвеса также может совершать малые попе- 
речные колебания в упомянутой плоскости и удерживается вблизи положения 
равновесия упругой силой (рис, 17), 
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Конфигурация струны описывается функцией и:[0, |-> В, [— длина 
струны, Кинетическая энергия дается интегралом 


T (v) => |, 092 (х) ах. 


Потенциальная складывается из части, пропорциональной удлинению струны, 
коэффициент пропорциональности имеет смысл натяжения струны (эти слова 
можно рассматривать как определение того, 
что следует считать «струной»), и энергии 
отклонения точки подвеса от равновесия: 


l ,2 1/ k 
иш= т аи’) — Па 2 u (0). 


Здесь T (х) — натяжение струны в точке х; в 

данном случае натяжение создается весом 

струны, так что T (x)=pg (1—х). Предполо- 

жение о малости колебаний позволяет заме- 
1 


нить разность (+w)? — 1 на w2, Окон- 
чательие 
1 l y 
Lu y=? |, Oel dr l 
— и? (0). Puc. 17. 


Таким образом, рассматриваемая механическая система представляет собою 
нагруженное локальное поле. Уравнение Эйлера — Остроградского имеет вид 
J | 
ЕЕ (1 —х) ux (t, x)= uy (t, x), 
оно должно сопровождаться граничными условиями 
раш.х (t, 0) Е Ки (t, 0) =0, (L—x) us É, x) |= 


Граничное условие на свободном конце струны означает более точно, что 
lim (—хуи, (t, х) =0. 
х—=1 


2) Уравнения теории упругости. Конфигурация изотропного 
однородного упругого тела, заполняющего объем Q, Q < R3, описывается сме- 
щением и: © —> R3. Такое тело является локальным полем. Функция Jlar- 
panxa L для него равна 


L (u, У) == \ о [E v2 (x)— G р (div и (x))2 + 
+5 (rot u (5) |— (F 60), u G} ax. 


Здесь @, Си т— постоянные, характеризующие тело: р — плотноств, G— mo- 
дуль сдвига, т — коэффициент поперечного сжатия; Е —заданная вектор-функ- 
ция © — R3, плотность внешней силы, например силы тяжести. Уравнение 
Эйлера — Остроградского имеет вид 


ои =G (aut —5 grad div u) —F, 


div, grad и Ар— оператор Лапласа действуют обычным образом на вектор- 
функцию X —> u (Р, x). Это есть основное уравнение теории упругости. 

3) Электромагнитное поле. Конфигурация электремагнитного 
поля в вакууме в объеме Q, Q < R3, описывается так называемым 4-потенциа- 
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лом А: Q — R4; электромагнитное поле является локальным полем, действие 
которого дается формулой 


ФА (A) = № dét ia dx [(VxAo— A;)2— (rot А)?] i 


в которой А, и А— координаты потенциала A: A= (Ao, А), Ау принимает 
числовые значения, А — значения в R3. Уравнение Эйлера — Остроградского 
сводится к соотношениям 


j д 9 3 ð | 
У, пав a=. J A; + У, gg foa =o i=l, 2, 3. 
ot ги 


ex х, 
Легко получить их явный вид: 
div (У Ao —А,) =0, = (— A; +V A) — rot rot A=0. 


Пеложим E = YA — A; H=rot А. Тогда 
div E==0, БИ. 


Из определения H следует, что div Н=0, из определения Е следует, что 


ret (Е -- A; =0, т. e. Н, = — rot Е. Совокупность уравнений 
Е, = го Н, H; = — rot E, 
div E =0, div H =0, 


конечно, известна читателю, их принято называть уравнениями Максвелла. 
Вектор-функции E и H называют соответственно напряженностью электрического 


и магнитного полей. 
4) Нелинейное релятивистское скалярное поле. Так 
называется система, конфигурация которой описывается отображением ф:В3-— В, 


а действие дается формулой 
d 1 
Sa ($) = | dt \ и ах Е $1 —э mAP |, 


где U —заданная функция, достаточно быстро стремящаяся к нулю, когда 
аргумент стремится к нулю. Уравнение Æ [ф] =0 имеет в этом случае вид 


Аф—Фи= 0’ ($). 


ГЛАВА III 
ПРЯМЫЕ МЕТОДЫ 


У построений предыдущих глав, как постоянно подчеркивалось, 
существуют образцы в известной читателю теории экстремумов 
функций одного или нескольких числовых аргументов. Такими 
образцами обладают не только общие идеи, но и конкретные 
конструкции, зависящие от специфического вида интегральных 
функционалов, в частности теория сопряженных точек. Ограничивая 
интегральные функционалы на кусочно-линейные функции, т. е. на 
функции, графики которых суть ломаные с конечным числом звеньев, 
можно непосредственно свести рассмотрение интегральных функцио- 
налов к рассмотрению функций от конечного множества числовых 
аргументов, в качестве которых можно взять координаты вершин 
графиков. Изучая подобные функции (а они не являются функция- 
ми общего вида) и исследуя предельный переход, при котором 
происходит измельчение звеньев ломаных, нетрудно вывести и 
достаточные условия экстремума для интегральных функционалов. 
Подобная редукция задач для интегральных функционалов к 
задачам теории функций от конечного числа переменных известна 
под названием метода ломаных Эйлера. Следует понимать, 
однако, что и теория экстремумов функций, сводящая вопрос 
к исследованию нулей других функций (нулей производных), 
и аналогичная теория экстремумов интегральных функционалов 
не дают прямого ответа на вопрос, обладает функция или функцио- 
нал точкой экстремума. Новая задача, задача об отыскании нулей 
функции, нулей векторного поля или решений краевой задачи 
для дифференциального уравнения, может оказаться более удоб- 
ной в конкретных случаях, но в целом она не проще исходной 
задачи. 

В теории экстремумов функций известны, однако, и резуль- 
таты другого характера, не зависящие от сведения экстремальной 
задачи к отысканию нулей производных и отвечающие на вопрос 
о существовании точек экстремума. К их числу принадлежит 
теорема Вейерштрасса, которая утверждает, что непрерывная 
функция на ограниченном замкнутом множестве в R? имеет точки 
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абсолютного минимума и максимума. Значение этой теоремы 
не исчерпывается ее непосредственным содержанием. Если в усло- 
виях применимости теоремы Вейерштрасса дополнительно известно, 
что точка экстремума а — внутренняя точка области определения, 
а рассматриваемая функция и дифференцируема, можно утвер- 
ждать, что разрешимо уравнение и’(х) =0; корнем этого уравне- 
ния является точка а. Теорема Вейерштрасса является очень 
простым, но типичным примером теорем существования. В анали- 
зе подобные теоремы обычно доказывают, «выдумывая» последо- 
вательность, предел которой дает решение задачи. Идеи, с 
помощью которых строятся такие последовательносли, часто 
лежат в основе численных процедур, в частности процедур для 
приближенного отыскания точек экстремума или корней функций. 

В теории экстремумов интегральных функционалов аналоги 
идей, примыкающих к теореме Вейерштрасса, составляют раздел, 
получивший название прямых методов вариационного исчисления. 
Помимо теоретических построений в прямых методах большое 
место занимают и численные процедуры, которые имеют важные 
и разнообразные приложения и в нематематических дисциплинах. 
Многие технические проблемы, возникающие в прямых методах 
(а таких проблем много), обычно решают, прибегая к теории 
функций вещественной переменной, что особенно относится к 
функционалам, аргументами которых являются функции несколь- 
ких переменных. Поэтому прямые методы, как правило, излагают 
либо в курсах функционального анализа, либо в специальных кур- 
сах. У читателя этого учебника не предполагается знания теории 
функций вещественной переменной. Кроме того, как сказано 
в Предисловии, нас интересуют в первую очередь формульный и 
геометрический аспекты теории стационарных точек интегральных 
функционалов. Теоретические построения прямых методов изло- 
жены здесь только на примере краевой задачи Штурма — Лиувилля. 
Это позволяет в целом судить о духе прямых методов и описать 
основные теоретические идеи, которые вообще широко исполь- 
зуются в различных задачах математической физики, а не только 
в вариационном исчислении, не отягощая их техническими проб- 
лемами. Техническая сторона дела в этом случае упрощается тем, 
что основной функционал квадратичен, а его аргумент — функция 
одной числовой переменной. Впрочем и сама задача Штурма — 
Лиувилля независимо от возможных обобщений — трудная и со- 
держательная задача, имеющая многочисленные приложения. 
Связь между задачей Штурма — Лиувилля, в том числе задачей 
на собственные функции, и экстремальными задачами выяснена 
в $1. В $2 выведен ряд следствий, среди них уравнение замкну- 
тости для системы собственных функций. О содержании § 3 гово- 
рит его название — «Обобщения и связь с приближенными вычис- 
лениями». Отметим лишь, что здесь описаны также и часто при- 
меняемые эффективные вычислительные процедуры, навеянные 
теоретическими схемами прямых методов. 
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$ 1. Вариационный подход к задаче Штурма — Лиувилля 


51. Неоднородная краевая задача. Пусть, как и в гл. I, l обо- 
значает оператор Штурма — Лиувилля на интервале А: Ш = 
= — (рй’)’ + ай. На протяжении всего параграфа будет предпола- 
гаться, что ре С*(А), qE&C (A) и р>>0. (Неоднородным) уравне- . 
нием Штурма — Лиувилля называется уравнение lu =f, в котором 
и — подлежащая отысканию, а f— заданная функции. Функция f 
будет считаться непрерывной. Уравнение lu =Q, если необходимо 
подчеркнуть, что это уравнение вида lu =f при } =0, будет назы- 
ваться однородным уравнением Штурма— Лиувилля. Функция 
и: АВ будет называться (классическим) решением (неоднород- 
ной, однородной) задачи Штурма — Лиувилля, если она удовлетво- 
ряет уравнению Штурма— Лиувилля (соответственно: ш=р, 
ш=0) и граничным условиям и (а) =0, и(5)=0. Напомним, что 
через D было обозначено множество функций ие С? (А > R), 
удовлетворяющих условиям и (а) =0, и (Ь) =0. Можно сказать, что 
(классическим) решением задачи Штурмар— Лиувилля является 
решение уравнения Штурма— Лиувилля, принадлежащее множе- 
ству D. Однородная задача Штурма — Лиувилля либо имеет 
только нулевое решение, либо множество ее решений образует 
одномерное подпространетво. Ясно, что общее решение неоднород- 
ной задачи имеет вид и=и-9, где и, какое-либо (частное) 
решение задачи, а о— общее решение однородной задачи. Сказан- 
ное не означает, что неоднородная задача обязательно имеет 
решение. | 

Множество решений задачи и = D, lu =f совпадает, очевидно, 
с множеством стационарных точек функционала I на Су (А) 


I (u) =$, (pu? + ди? — 2uf) @& = К (и) — (u, Юн 


Всякая точка экстремума функционала I на Су (А) — стационар- 
ная точка. Обратное, вообще говоря, неверно. Пусть и — стацио- 
нарная точка, а А — произвольная функция из Су (А). Тогда 


Г(и- в) = Г (и) -- 1 (В) 2В(и, h), B (u, В) = \, (pu'h' дип) dt. 


Предварительная формула Грина (формула (9) п. 23) дает В (и, h) = 
= (lu, h). Поэтому 


I (u+h)=]1 (и) +2 (lu— f, h) +K (h) =1 (u) + K (h). 


Функционал К принимает сколь угодно большие положительные 
значения (лемма 2 п. 21), следовательно, функционал / не может 
иметь точек максимума. Стационарная точка является точкой 
минимума тогда и только тогда, когда функционал К положите- 
лен. При этом точка минимума с необходимостью — точка абсо- 
лютного минимума. Стационарная точка — точка строгого мини- 
мума тогда и только тогда, когда функционал К положительно 
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спределен. Условия положительности и положительной определен- 
нссти К были выяснены в п. 25. 

Будем считать функционал К положительно-определенным. 
В этом случае однородная задача u Œ D, ш=0 имеет только 
нулевое решение. Это значит, что неоднородная задача и €D, 
ш={ имеет не более одного решения. Множество таких решений 
(пустое или одноэлементное множество) совпадает с множеством 
точек абсолютного строгого минимума функционала /[ на С (А). 

Задача I. Имеет ли функционал I на C(A) точку минимума? 

Теорема I. Ответ на вопрос, поставленный в задаче I, положителен. 

Утверждение теоремы равносильно разрешимости задачи и = D, 
lu =f. Доказательство теоремы и сформулированной ниже сущест- 
венно более сложной теоремы П будет дано в настоящем параг- 
рафе с помощью прямых методов вариационного исчисления. 

Конечно, прямые методы вариационного исчисления не един- 
ственный и даже не простейший путь получения разрешимости 
неоднородной краевой задачи. Быстрее приводит к цели попытка 
найти решение в виде и=и,- CU, где и, — решение неоднородной 
задачи Коши =}, и, (а) =0, и (а) =1, э— решение однородной 
задачи Коши lv=0, (а) =0, и’ (а) =1, c— подлежащее опреде- 
лению число. На этом пути можно без труда получить более 
полный результат: для разрешимости задачи u =D, lu =} необ- 
ходимо и достаточно, чтобы выполнялось соотношение if, &)н =0, 
где ш — произвольное решение однородной задачи w ED, ш=0. 
При рассмотрении задачи на собственные функции и собственные 
значения, к обсуждению которой мы переходим, прямые методы, 
может быть, — наиболее естественный аппарат. 

52. Собственные значения и собственные функции. Предполо- 
жим, что в коэффициент 4 оператора Штурма — Лиувилля введен 
вещественный параметр ^:49-—>9—^. В этом случае однородное 
уравнение Штурма — Лиувилля записывается следующим образом: 


[и = Аи. 


Параметр А называется спектральным. Те значения спектрального 
параметра, при которых существуют ненулевые решения однород- 
ной задачи u =D, ш=Аи, называются собственными значениями 
оператора Штурма— Лиувилля. Сами эти ненулевые решения 
называются собственными функциями оператора Штурма— Лиу- 
вилля. Множество собственных функций, отвечающих данному 
собственному значению, имеет вид U= Cuo, где и, — фиксирован- 
ная собственная функция, а с — произвольная ненулевая постоян- 
ная. Этот факт принято выражать так: каждому собственному 
значению отвечает единственная с точностью до нормировки соб- 
ственная функция. Собственная функция и называется нормиро- 
ванной, если выполняется соотношение (и, иун=|ин=1. Это 
условие фиксирует собственную функцию с точностью до знака. 
Итак, каждому собственному значению отвечает единственная 
с точностью до знака нормированная собственная функция. 
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Собственные функции и! и из, отвечающие разным собственным 
значениям, ортогональны, иначе говоря, выполняется соотношение 
(и, и>) =0. Доказательство ортогональности опирается на фор- 
мулу Грина ((10), п. 23) 


(и, lus) — (ил, из) = р (ши — или) |a. 


В формуле Грина предполагается, что U, Ua Е С? (А). Если u и 
и› ЕО, то формула Грина принимает вид 


(Ша, из) = (U1, lua). 


Пусть и, и U— собственные функции, отвечающие собственным 
значениям À; и А», причем À Æ ào Формула Грина дает 


0 = (141, Ua) — (Ur, Ш) = № (ил, и) — № (ил, Uo) = (М — №) (Ui, и»). 


Ортогональность собственных функций доказана. 
Отметим еще одну формулу. Пусть u— нормированная собст- 
венная функция; тогда справедливо равенство 


К (и) =А 
где À — соответствующее собственное значение. В самом деле, 
К (и) = (и, Ш-ри’и |a = (и, Ш) =АиВ=А 


53. Вариационное описание собственных значений и собствен- 
ных функций. Для вариационного описания нам понадобится сле- 
дующий факт, относящийся к собственным значениям оператора 
Штурма — Лиувилля. 

Описание множества собственных SRATORNÉ: 
Собственные значения оператора Штурма — Лиувилля можно nepe- 
нумеровать натуральными числами в порядке возрастания. Иначе 
говоря, существует числовая последовательность (Àn), члены кото- 
рой совпадают с собственными значениями и исчерпывают их, 
причем An < А, R=, 2, 3, 

Обозначим через ф,„ нормированную собственную функцию, 
отвечающую собственному значению Àn, и условимся считать, что 
собственные значения перенумерсваны в соответствии с неравен- 
CTBOM АА, 

Пример. Пусть lu =— и’ и А = (0, д]. В этом случае решения 
уравнения lu = Ли, удовлетворяющие условию и (0) =0, имеют вид 
и (6 =сзт И №, где с-— произвольная постоянная. Требование 


и(л) =0 эквивалентно тому, что У А — целое число. Таким обра- 
зом, собственные значения суть А„ =1?, п=1, 2, 3, .... Соответ- 
ствующие нормированные собственные функции ф„ имеют вид 


фл (t) = r sin nt. 


Вариационное описание. Собственная функция Qnr 
является точкой абсолютного условного минимума функционала К 
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в пространстве C(A) при условиях (и, и) =1, (и, ф.) =0, ... 
ae (и, Ф„}=0. При этом К (Orri) = мы. 

На этот раз функционал К не предполагается положительно- 
определенным. Вариационное описание сохраняет смысл и при 
п =0, если договориться в этом случае оставлять в списке усло- 
вий единственное: (и, и) =1. 

И только что сформулированное утверждение и предшествую- 
щее ему описание множества собственных значений будут полу- 
чены как результат изучения следующей задачи. 

Задача П. Предположим, что существуют п наименьших собст- 
венных значений №, ..., Àn оператора Штурма— Лиувилля, так 
что любое отличное от них собственное значение À (если оно cy- 
ществует) удовлетворяет неравенствам №, <À, Е=1, ..., п. Обо- 
значим через r, k=l, ..., п, нормированную собственную функ- 
цию, отвечающую собственному значению №. Спрашивается; сущест- 
вует ли в пространстве Су(А) точка абсолютного минимума 
функционала К при условиях (и, и) =1, (и, ф,)=0, Е=1, ..., n. 

Ниже с помощью прямых методов будет доказана 

Теорема II. Ответ на вопрос, поставленный в задаче Il, поло- 
жителен. 

И в задаче и в теореме следует считать п =0, 1, ..., сохра- 
HAA при п=0 в формулировке задачи лишь условие (и, и) =1. 

Убедимся, что вариационное описание вытекает из теоремы ll. 
Достаточно, конечно, проверить, что точка абсолютного условного 
минимума, существование которой устанавливается в теореме, _ 
является собственной функцией оператора Штурма — Лиувилля, 
отвечающей собственному значению, наименьшему во множестве 
собственных значений, отличных от À, ..., А». В частности, при 
п =0 точка абсолютнсго условного минимума является собствен- 
ной функцией, отвечающей наименьшему собственному значению. 
Условимся об обозначениях. Введем функционалы Go, С1,..., Gn, 
положив Go (и) =|иР—1, Ц, (и) =2(и, p), Е=1,..., n, и отобра- 
жение G: C! (А) R™!, С (и) = (G, (и), (Ц, (и), ..., С» (и)). Тогда 
весь список условий запишется как уравнение С (и) =0. Обозна- 
чим через и точку абсолютного условного минимума в задаче |I. 
Дифференциал отображения С в точке и имеет вид dG (и; h) = 
—=2 ((й, и), (В, Qi), ..., (В, Qe). Функции (и, фи, ..., Qa) NO 
парно ортогональны и не равны нулю. Для функций фу, ..., Ọn 
это следует из определения и далее для всей системы это выте- 
кает из условия С (и) =0. Задавшись произвольным вектором 
© = (0%, Gys ..., би), ПОЛУЧИМ 

| dG (u; dou + >r] rPe) = 9. 
Поэтому значения отображения h— dG (и; h) пробегают все npo- 
странство ЕВ”+1. Как следствие (см. п. 38) существуют такие 
числа Л, и, ..., И», что функция ир-— стационарная точка функ- 
пионала 
К s AGa = 5 В Ukg. 
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Следовательно, функция и принадлежит пространству С?(А) и 
удовлетворяет уравнению Эйлера 


lu = Ач У! ИФ». 


Отсюда (lu, p) =A (u, Pk) + us (ф», Pz), А=Т, ..., n. По условию 
(u, 9) =0. Кроме того, в силу формулы Грина (lu, p) = (и, lor) = 
= Àg (и, p) =0. Поэтому и, =0, k=l, ..., п, так что функция U 
удовлетворяет уравнению Штурма — Лиувилля lu = Аи и тем самым 
является нормированной собственной функцией, отвечающей соб- 
ственному значению À. 

На произвольной нормированной собственной функции функ- 
ционал К равен собственному значению. Это значит, что точка 
абсолютного условного минимума и является собственной функ- 
цией, отвечающей минимальному собственному значению в мно- 
жестве всех собственных значений, характеризуемых условиями 
(и, ф1) =0, ..., (и, ф„) =0, т. €. во множестве всех собственных 
значений, отличных от наименьших собственных значений Л.,..., Аи. 

Итак, обоснование вариационного описания, действительно, 
сводится к доказательству теоремы Il. 

Из теоремы Ш, независимо от приведенного в начале пара- 
графа описания множества собственных значений, вытекает также, 
что множество собственных значений оператора Штурма — 
Лиувилля содержит бесконечную возрастающую последователь- 


ность (Àn). Последовательность (Àn) соответствует последователь- 
ности основных задач при п=0, 1, .... Из конструкции после- 


довательности (Xn) следует, что всякое собственное значение 4, 
не вошедшее в эту последовательность, должно удовлетворять 


условию Àn < À при всех п. В конце параграфа будет доказана 
Теорема (о структуре множества собственных значений). Спра- 


ведливо предельное соотношение Àn -> при n —> со. 


Отсюда будет вытекать, что члены последовательности (À) 
исчерпывают все множество собственных значений. Этим, в част: 
ности, будет оправдано изложенное выше описание множества 
собственных значений. 

54. Сходящаяся последовательность. Доказательству теорем I 
и П будет предпослан ряд вспомогательных построений. Мы 
остановимся на этих построениях подробнее, чем это нужно для 
формального доказательства теорем Ги П, так как они имеют 
и самостоятельное значение. 

Теоремы существования типа теоремы Вейерштрасса доказы- 
ваются обычно путем построения последовательностей, которые 
должны сходиться к изучаемому объекту. Говорят, что на мно- 
жестве Е задана последовательность, если каждому натуральному 
числу т, т=1|, 2, ..., поставлен в соответствие определенный 
элемент множества Е. Обозначим через х„ элемент, сопоставлен- 
ный числу т. Соответствующую последовательность принято обо- 
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значать (Xm). Госледовательность (Xm) на метрическом простран- 

стве Е называется сходящейся, если существует такой элемент а, 

ac А, что нуль является пределом последовательности чисел 

(4(хт, а)): lim 4(х»„, а)=0. Элемент а определяется сходя- 
т > œo 


шейся последовательностью однозначно. Действительно, если 


lim d (Xm, а) =0 и lim d (Xm, 5) =0, то 


mM —> 0 m —> со 


d(a, b)< d (a, Xm) +d (Xm, 6) =4(хт, а) +d (Xm, b), 


причем левая сторона неотрицательна, а правая при m — со стре- 
мится к нулю. Это возможно лишь при d(a, 5) =0, т. e. при 
a=b. Элемент а, фигурирующий в определении сходящейся 


последовательности (Xm): lim 4(хт, а) =0, называют пределом 
| т> с 


последовательности (Xm) и пишут lim Xm=a, или Xm—>a при 
m —> с | 


т— со. 
Пусть F: Е — Е — непрерывное отображение метрического Ipo- 


странства Е в метрическое пространство E, а (хт) — сходящаяся 
последовательность в Е: хт-—-а при т-— со. Тогда F (хи) > Е (а) 
при m— œo. Так как нормированное пространство является MET- 
рическим, определения сходящейся последовательности и предела 
последовательности действуют и в этом пространстве. 

Пусть (fm) — сходящаяся последовательность в пространстве C (A). 
Это значит, что существует такая функция f, предел последова- 


тельности, что 
Il fm — F I= sup [{ (1) — F (0) |—>0 
{ЕЛ 


при т->со. Читателю предлагается самостоятельно убедиться, 
что сходимость последовательности (fm) в пространстве С (А) 
эквивалентна равномерной сходимости последовательности (fm) на 
интервале А. Если (fm)— сходящаяся последовательность в про- 
странстве C(A), то (fm)— сходящаяся последовательность в Mpo- 
странстве С (А), причем предел последовательноети (fm) в прост- 
ранстве С (А) равен пределу последовательности в пространстве 
С1(А). Это утверждение следует из оценки || мт— flle < И -— Ис. 
Аналогичнсе соотношение имеется между сходимостями в прост- 
ранствах H! (Л) и H(A), C(A) и Œ (A), C(A) и H(A). 

55. Полнота пространства. Принципиальный вопрос, имеющий 
существенное значение при доказательстве теорем существования, 
это вопрос о том, как узнать по задачной последовательности, 
является она сходящейся или нет. Для последовательностей в про- 
странстве В, т. е. числовых последовательностей, известен сле- 
дующий критерий Коши. Для того чтобы числовая последователь- 
ность (Xm) была сходящейся, необходимо и достаточно, чтобы 
для каждого положительного числа € существовало такое число М, 
что |Xn—Xm| <€ при п, т> М. Аналогичное утверждение в про- 
извольном метрическом пространетве является лишь необходимым. 
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Условимся называть последовательность (Xm) в метрическом 
пространстве фундаментальной, если для каждого положитель- 
ного числа = существует такое число N, что d (Xn, Xm) < = при п, 
т > М. Докажем, что сходящаяся последовательность является 
фундаментальной. Так как последовательность (Xm) — сходящаяся, 
то существует такой элемент а, что для каждого положительного € 
d (Xm, а)<=/2 при т> М. Отсюда d (Xn, хи) < (Xn, а) +d(Xm, а) <€ 
при n, т> М. Обратное в общем случае неверно: не всякая 
фундаментальная последовательность является сходящейся. Такие 
метрические, а следовательно, нормированные и евклидовы прост- 
рачства, в которых всякая фундаментальная последовательность 
является сходящейся, называются полными пространствами. Пол- 
ное нормировачное пространство называется банаховым, полное 
евклидово — гильбертовым. В полном пространстве совпадают классы 
сходящихся последовательностей и фундаментальных последова- 
тельностей. 

Простейшим примером полного пространства является прост- 
ранство В. Полным является также пространство В” при любом п. 
Примерами полных функциональных пространств служат С (А), 
(114), С(А-> В”), C1(A—> R”), С(О), С") ит. п. Напротив, 
пространства H(A), H(A) и т. п. не полны. Мы не будем 
псдробно обсуждать все пространства из этого списка. Убедимся, 
сднако, что пространство С (А) является, а пространство H (А) 
не является полным. | 

Пусть (fm) — фундаментальная последовательность в простран- 
стве С (А). Это означает, что для любого положительного числа € 
найдется такое число N ‚ что |№—т|<8 при n, т>М. По 
определению нормы B С (А) sup fn (É) — fm (É) | <€ при n, m>N. 


Отсюда для любого {Е A | га (1 | <= при n, т> М. Фикси- 
ровав число $, получим фундаментальную последовательность 
([» (2)) в В. Обозначим ее предел u (t). Убедимся, что функция и, 
определенная соотношением #—и (t), является пределом последо- 
вательности (fm) в пространстве С (А). Обратимся вновь к Hepa- 
венству |fn (И — [м (|< £ при п, т> М. Удерживая t фиксиро- 
ванным, устремим номер т к бесконечности. Тогда | fn (1) — и (t) <e 
при п>М (и любом ЁеАЛ). Последнее неравенство, конечно, 
означает, что для любого € найдется такое М, что | (b) —u (t) | <e 
при п>М (и любом t & A). Таким образом, установлена равно- 
мерная на интервале А сходимость последовательности функций (fm) 
к предельной функции и. Отсюда следует, что функция и при- 
надлежит пространству С (А). Остается заметить, что |fa— u| = 
= sup |fa(6)— u (| <= при nœN. Итак, доказано, uro фунда- 
tE | 


ментальная последовательность (fm) в пространстве С (А) является 
сходящейся. 


Чтобы убедиться, что пространство Н (А) —не полное пространство, в нем 
следует построить фундаментальную последовательность, не являющуюся схо- 


137 


дящейся. Рассмотрим в H [—1, 1] последовательность (fm), положив 


0, —. мВ 2 0. 
l 
mt, 0—#= —, 
т (6) = т 
l, Lael 
m 
Введем разрывную функцию Ê: 
0, —1 == 0, 
Го=1 Г би 


не принадлежащую пространству H [—1, 1]. Дополним пространство Н [—1, 1] 
функциями, имеющими точки разрыва первого рода, сохранив прежнюю фор- 


мулу для нормы. Обозначим новое пространство через H [—1, 1]. Ясно, что 


f& H, причем 
1 


т — Но |m — 1 P dt= (Bm). 


A 
Поэтому в пространстве H последовательность (fm) сходится и является тем 
самым фундаментальной. Но так как | fn—fm = № — [т | то последова- 


тельность (fm) является фундаментальной и в пространстве H. С другой сто- 
роны, она не является сходящейся в пространстве Н, ибо ее предел в прост- 
ранстве Н (единственный) не принадлежит пространству Н. 


56. Минимизирующая последовательность. Источником для 
построения последовательности, которая должна сходиться к точке 
абсолютного (может быть, условного) минимума функционала, 
является так называемая минимизирующая последовательность. 
Пусть функционал I задан на множестве М. Если существует 
такое число с, что [(х)—с при хе M, то говорят, что функ- 
ционал (на множестве М) полуограничен снизу. В этом случае 
множество значений функционала имеет точную нижнюю границу, 
обозначим ее u. Число p принято называть точной нижней epa- 
ницей функционала. В соответствии с определением точной ниж- 
ней границы существует такая последовательность (Xm), элементы 
которой принадлежат множеству М, что /[(хт) >= в при m—> оо. 
Подобная последовательность (конечно, не единственная) и назы- 
вается минимизирующей. 

Покажем, что минимизирующие последовательности в экстре- 
мальных задачах Ги П существуют. Для этого в задаче Г сле- 
дует убедиться, что функционал полуограничен снизу на С (Л). 
Так как в задаче | функционал К предполагается положительно- 


определенным, то К (и) = и | ин: =p \ A Ta +u?)dt (см. п. 25, Teo- 


pema 3). Далее при любом e >0 21| и | <= eu -- f, поэтому 


2 и) |= 2f f (A u (£) dt |< \ leu? (t) +27} (6)] dt. 
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Положим в=\/ъд, тогда 
(и) = Кд 2 (и, В, (u? +u?) dt — 


— f, (u/2u? + 2/ р) dt = p/2 ий — ЗН =—2 МНЯ. (1) 


Правая сторона не зависит от и. Полуограниченность снизу 
функционала / установлена. 

В задаче [I функционал К не предполагался положительным. 
Следует убедиться в его полуограниченности снизу на множестве 
функций и из С%(А), удовлетворяющих условиям (и, и) =1, 
(и, фь) =0, Е=1, ..., n. Полуограниченность снизу функционала 
имеет место на более широком множестве {и: и ЕЕ СУ, (и, и)н= 1: 


К (и) = fa (ри’ + qu?) dt = min p f, u” dt+minq |a u” di == 


= min p |u |} + (min q — min p) f, u? dt = 
= min p |u |}: + (min q — min p) (2) 
и, таким образом, К (и) = min q — min p. Правая сторона не зависит 
А А 


от и. Полуограниченность функционала К установлена. 

57. Компактные множества. Ожидать, что минимизирующая 
последовательность сходится, в общем случае нельзя. Даже мно- 
жество точек абсолютного минимума функции }: АВ не обя- 
зательно состоит из одного элемента, а последовательность, 
составленная из этих точек, конечно, является минимизирующей. 
И при доказательстве классической теоремы Вейерштрасса и 
в нашей задаче к цели приводит идея компактности, которая, 
вообще, является одной из основных идей анализа и широко 
используется при доказательстве разнообразных теорем существо- 
вания. 

Множество в полном метрическом пространстве называется 
компактным, если любая последовательность, состоящая из эле- 
ментов этого множества, содержит. сходящуюся подпоследователь- 
ность. * 

Если (Xm) — последовательность, то подпоследовательностью 
(содержащейся в ней), как обычно, называют произвольную после- 
довательность вида (хь„), где (Rkm) — какая-либо последовательность 


натуральных чисел, удовлетворяющая условию монотонности 
„< Ат! При любом т. Из определения непосредственно сле- 
дует, что подмножество компактного множества есть множество 
компактное. Читателю известно, что всякое ограниченное множе- 
ство в R” является компактным. Этот факт играет решающую 
роль при доказательстве теоремы Вейерштрасса. Предел после- 
довательности, фигурирующей в определении компактного множе- 
ства, не обязан принадлежать этому множеству. 


*Множества, которые мы назвали компактными, следовало бы в соответст 
вии с более общей терминологией называть относительно компактными. В даль- 
нейшем мы будем опускать слово «относительно». 
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По аналогии с множествами в пространстве В” назовем мно- 
жество в метрическом пространстве замкнутым, если ему при- 
надлежат пределы всех сходящихся последовательностей, состоящих 
из элементов этого множества. 

Непосредственное обобщение теоремы Вейерштрасса таково: 
пусть D — замкчутое компактное множество в метрическом npo- 
странстве. Всякий непрерывный функционал Г: 2) — В имеет на 
множестве D точку абсолютного минимума. 

Докажем, что функционал I ограничен, т. e. существует такое 
число с, что | / (х)|<с при всех x& D. Рассуждая от обратного, 
предположим, что функционал l не ограничен. Тогда найдется 
такая последовательность (Xm) элементов множества D, что 
lim /(х„) = со. Благодаря компактности D из последователь- 


т—> с 
ности (х„) можно выделить сходящуюся подпоследовательность 
(Xka) При этом должно выполняться соотношение lim Z (Xg „) = Z (B), 


m -> œ 


rae B= lim Xk Это соотношение противоречит, однако, выбору 
m ->00 


последовательности (Xm). Установленное противоречие и доказы- 
вает ограниченность функционала [. Из ограниченности следует 
существование точной нижней границы u функционала I и мини- 
мизирующей последовательности (Ym): lim / (ут) =и. Последова- 


m —> œ 


тельность (Ym) содержит сходящуюся подпоследовательность (у» „), 
обозначим через в ее предел. Тогда Шт /(у»„)=1 (в). Следова- 
тТ—> оо 


тельно, /(в) =в и по определению числа и выполнено неравен- 
ство / (в) < I(x), где х— любой элемент множества D. Таким 
образом, в —точка абсолютного минимума функционала. 

Столь же непосредственно применить идею компактности 
в задачах вариационного исчисления не удается. Основная при- 
чина затруднений связана с тем, что минимизирующая последо- 
вательность для интегральных функционалов не является, вообще 
говоря, компактной в исходном пространстве, например B Ch. 
Она оказывается, однако, компактной в некоторых пространствах 
с более слабыми нормами, например в пространстве С. Хотя 
такой ослабленной компактности в конечном счете оказывается 
достаточно для наших целей, в доказательстве теоремы существо- 
вания, естественно, появляются дополнительные моменты. 

Компактность минимизирующей последователь- 
ности. Обратимся к описанию компактных множеств в про- 
странстве С. Начнем с определений. 

Множество М в нормированном пространстве назовем огра- 
ниченным, если существует такое число с, что |х|=< с для всех 
х = М. Множество М функций }: А В называется множеством 
равностепенно-непрерывных функций, если для любого положитель- 
ного числа в существует такое число 6, что 


IF (11) — F (ta) | < 8 
4o 


для всех Ц, 6 EA таких, что |t—t,| <ô, и для всех РЕМ. 
Ясно, что функции, входящие в множество '‘равностепенно-непре- 
рывных функций, непрерывны и, более того, равномерно непре- 
рывны на А. Особо следует обратить внимание на то, что число 
Ô может быть выбрано одним и тем же для всех функций f. 

Теорема Арцела. Ограниченное множество в пространстве С (А), 
состоящее из  равностепенно-непрерывных функций, компактно 
в C(A). 

Доказательство теоремы см. в [3]. Отметим, что описанные 
в теореме Арцела достаточные условия компактности в действи- 
тельности и необходимы. Мы не будем, однако, пользоваться 
этим фактом. 

Следствие. Ограниченное множество М функций простран- 
ства Н\(А) компактно в пространстве С (А). 

Убедимся, что для элементов множества М выполнены усло- 
вия теоремы Арцела. Воспользуемся оценкой 


ПР) Ред = [бе Рае = | peatge 14| = 
= hl haO dt] ta — t If hn. 
По условию существует такая постоянная, YTO |\fja <N для 
всех г = М. Поэтому 
| (65) — (6) [= |t — t |. 


Отсюда следует равностепенная непрерывность функций множе- 
ства М. Кроме того, 


IÊ ED [== |7 (6) — НЫ) | IF (a) | = 
= — h Ан: | (6) | = АР, НТ) 


следовательно, 


[Fle = [А а: НА) |. 


Проинтегрируем это неравенство по 25: 


АНА le = |A PAIF la fa IF (É) | dta <| Ань 


+ (fa dA” (P O dÀ = A PeF e A AF = 
=| A| (A Fte + |4) IF lrs, 


так что |fles< (А --1А 1) |} la. Таким образом, множество 
М и ограничено в пространстве С (А). Условия теоремы Арцела 
проверены. 

Покажем, что произвольная минимизирующая последователь- 
ность (fm) для задач Ги П компактна в С (А). 

Для этого достаточно проверить, что последовательность 
(„)— ограниченное множество в H+. При доказательстве полу- 
ограниченности функционала l в задаче I было показано (1), 


что I (u) = u/2 |u |}: — 2/u If iH, 
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где пи — некоторое положительное число. На минимизирующей 
последовательности / (fm) <c. Поэтому 


[т на <= 2cu -+ 4u |F (A. 


Отсюда и следует ограниченность последовательности (fm) B Н\. 
При доказательстве полуограниченности функционала К, свя- 
`занного с задачей II, было показано (2), что 


К (и) = min p | u fh: + (min q — min d 
A A Aj 


На минизирующей последовательности K (fm) <c. Поэтому 
т | = P [c+ min p — min g) 
А \ A A 


Отсюда следует ограниченность последовательности (fm) в Ht. 

58. Обобщенное решение. Итак, минимизирующие последова- 
тельности в экстремальных задачах Ги П-— компактные множе- 
ства в С (А). Выбрав из них сходящиеся в С подпоследователь- 
ности, вновь получим минимизирующие последовательности — под- 
последовательность минимизирующей последовательности есть 
‘минимизирующая последовательность. Следовательно, в задачах 
Ги П существуют минимизирующие последовательности (fm) 
(сохраняем прежнее обозначение), сходящиеся в С (А). Для npe- 
делов той и другой последовательности используем общее обозна- 
чение —и: Пт /„=и. Есть все основания предполагать, что 


m — œ 
и—точка абсолютного минимума в соответствующей задаче, 
но это еще предстоит доказать. Если бы было известно, что 
u S Ci (А) и | „—и при т-— со в пространстве С1 (А) или хотя бы 
в Н'(А), цель была бы достигнута с помощью тех же построений, 
что и при доказательстве теоремы Вейерштрасса (см. п. 57). 
Фактически и принадлежит даже классу C?, но доказательство 
этого требует специальных построений. Эти построения связаны 
с еще одной новой идеей — понятием обобщенного решения. 

Пусть v — классическое решение задачи Штурма — Лиувилля: 
v ED, lv=f. Из уравнения следует (lu, 5) = (f, 6). Будем считать, 
что ED. Формула Грина дает 


(v, 15) = (р, 5), подробнее \„ (15 — f$) dt =0. (3) 


Функция 9, принадлежащая пространству С (А), называется обоб- 
щенным решением задачи lu =}, ч(а) =0, (5) =0, если для любой 
функции 6, ED, выполняется (3). | 

Следует понимать, что в этом определении словосочетание 
«обобщенное решение задачи [о =}, 9(а)=0, и(5)=0» является 
условностью, так как функция V предполагается лишь непрерыв- 
ной и для нее лишено непосредственного смысла выражение lo. 
Факт, который мы сейчас установим, может показаться неожи- 
данным. 
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Понятия обобщенного и классического решений задачи № =}, 
о (а) =0, (5) =0 эквивалентны. 

То, что классическое решение является обобщенным, уста- 
новлено выше. Покажем, что обобщенное решение является клас- 
сическим. Это будет сделано с помощью рассужлений, аналогич- 
ных тем, которые в п. 8 привели к доказательству того, что 
стационарная точка интегрального функционала в С! принадле- 
жит классу С*. Преобразуем интеграл, фигурирующий в опреде- 
лении обобщенного решения, с помощью интегрирования по частям: 


0=$, оК-Ю dt =$, (— opt" — ор + ogi — FÈ) dt = 
=$ (— 00 +j + ja) t” dt — (+ ja) ¥' la. 


Здесь положено ji=vp', j =vq—f. Ограничивая класс функций 
Г, будем предполагать, что Ç’ (а) =0, 5’ (5) =0; тогда 


А (~op +i +i) "dt =0. 


Ссылка на обобщенную лемму Дюбуа — Реймона (см. n. 7) дает 
—- v (t) p (H) +j (t) +j (1) =at+ĝp, где œ и В некоторые числа. 
Tak как функции jy и ] принадлежат C!(A), то vp €C! (A). 
Поэтому — (ор +ji+j:=08, T. e — pv +j¿=a. Так как j = 
= C1 (A), то ру’ = C! (A), а значит, v € С? (А). Поэтому — (pv'Y + 
|+ 2 =0, т. e ю=]. Остается проверить граничные условия. 
Учитывая, что v& C? и удовлетворяет уравнению №=р, еще 
раз преобразуем определяющий интеграл: 


0= f, (915 — ©) dt = — роб |a, 


уже не предполагая, что С’ (а) =0, С’ (5) =0. Ввиду произволь- 
ности чисел С’ (а) и С’(5) приходим, наконец, к граничным усло- 
виям 9 (а) =0, 9(5) =0. Итак, эквивалентность понятий обобщен- 
ного и классического решений доказана. 

59. Интегральное тождество. 

Завершение доказательства теоремы I. Обозна- 
чим точную нижнюю границу функционала / в задаче I через p. 
Пусть („)— минимизирующая последовательность, а и— ее пре- 
дел в C(A). Если ED, те В, то по определению y: (м -+ 
-+ тб) =u. Значение функционала I на сумме функций было 
выписано в п. 5l: 


I (fm +36) = 1 (fmn) HK (10) + 2В (fm, T6) — 2 (1%,f) = 
= Í (fm) H 2% [(15, fm) — $, У] + К (0. 
Отсюда / (fm) - 2% [(1, fm)— F, 5)]-- т?К (0) = и. Ввиду произволь- 
ности т это означает [(, fm)— (F, ОР=К(0 U fmn) — u). Так 
как / (fm) > и при т — со, то (lb, fm) — (7,5). При т — со fm сходится 
к и в пространстве С (А), поэтому интеграл (lb, fm) при т -— со схо- 
дится к (15, и). Следовательно, (lé, и) = (5, f). Таким образом, 
u — обобщенное решение задачи lu =f, и (а) =0, и (5) =0. Но это 
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значит, что и-— классическое решение задачи u €D, lu=f. Из 
разрешимости задачи и ED, [и =} следует (см. п. 52) теорема I. 

Завершение доказательства теоремы П. Обозна- 
чим точную нижнюю границу функционала К в задаче П при 
данном N через un. Пусть (fm) — минимизирующая последователь- 
ность, а и— ее предел в С (А). Пусть GED и (6, ga) =0, Е=1, ... 
.., И, тогда при любом t E&R 


К (fm 35) == hn fmn + ЗЕ ИН. (4) 


Действительно, если fm-+Tt6=0, то неравенство очевидно. Если 
ис 520, то функция p=|fn ttti (и--т0) принадлежит Ci 
и удовлетворяет условиям (ф, ф) =1, ($, ф,) =0, А=1,..., A. 
Следовательно, К (ọ)=u, откуда и вытекает (4). Запишем это 
неравенство подробнее: 


К (fm) — ши -- 25 [В (и) — un Fm Э1-Е [К O — 5] O. 
Ввиду произвольности T 
[В (fm, С) — Ил (fm ОР = [К (5) — И | СР] [К (fm) — Un | Îm FI 


Так как |{м|=1, то K (fm)—huUnlfml?——0 при m—»oo. Поэтому 


В С С) — в» (fs С) = (1, fm) — Un {a fn) —0 при т->оо. Таким 
образом, для предела и последовательности (fm) получаем (l — 


— Unb, и) =0 или 
((l— un), и) =0. (5) 


Отсюда еще не следует, что и — обобщенное решение задачи 
(l —u,)u=0, и (а) =0, и (5) =0, так как в (5) 6 не является произ- 
вольной функцией из D: функция G ортогональна к фь, k=l, ..., И. 
Убедимся, однако, что (5) выполняется для любой Функции Ç €E D. 
Пусть беД, положим 


bn = — bo (С, Pe) Pr- 


Функция n принадлежит множеству D и ортогональна K ф,, 
k=l. п: 


(ns Pe) = (5, pa) — >y (5 P) (Фь pe) = (6, Фь) — (6, Фь =0, 
так как (фг, фь) = би. Для функции n справедливо соотношение (5): 


((1— Hn) м, м) =0. (6) 
Заметим теперь, что 


la a (iam a {a a bre 1 (С, Pe) Pk- 


Проверка проста: (15, Pr) Pe = (6, lpr) Pr = (5, Акфь) Pr = (6, Pr) Льфь = 
= (5, Pr) Фь, откуда 


W) =l У, (6, Pa) pe =1 (6 — Ув, (6, Pa) Pr) = lbn 
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Равенство ln = (12), позволяет переписать левую сторону соотно- 
шения (6) следующим образом: 


((1 — Ци) бл, и) = (((1 25 Ци) 4 и) = 
== KA Un) г и) E к ((1 iy Из bs Pr) OF u). 


Все члены минимизирующей последовательности удовлетворяют 
условиям ортогональности (Pr, м) =0, Е=1,..., п; m= l; 2,.... 
Устремляя т к пределу, получаем (Pp, и) =0. Это значит, что 
соотношение (6) равносильно соотношению (5), в котором & — npo- 
извольная функция из D. 

Тем самым доказано, что и — обобщенное, а значит, и класси- 
ческое решение задачи ш= ини, и (а) =0, и (5) =0. В частности, 
u =D. Подведем итог: и ЕД, |и|=1 (это устанавливается npe- 
дельным переходом в равенстве |fml= 1), (и, p) =0, А=1,..., п, 
lu = ии. Так как и— нормированная собственная функция опе- 
ратора Штурма — Лиувилля, то К (u)= un. Разрешимость экстре- 
мальной задачи [I установлена, теорема II доказана. 

Множество собственных значений. Докажем сфср- 
мулированную в п. 53 теорему о структуре множества собствен- 
ных значений. Теорема утверждает, что последовательность соб- 
ственных значений (Àn), отвечающих последовательности основных 
задач, при п —>= со стремится к бесконечности. Утверждение TEO- 
ремы будет установлено, если показать, что никакое бесконечное 
множество собственных значений оператора Штурма — Лиувилля 
не может быть ограниченным. 

Обращаясь к доказательству этого факта, предположим обрат- 
ное: пусть существует ограниченное бесконечное множество М 
собственных значений. Ограниченность означает, что найдется такое 
число с, что <c при всех ие М. Для каждого собственного 
значения U из множества М справедливо равенство 


1 (Pu) i H, 


где þu — соответствующая нормированная собственная функция. 
Воспользуемся оценкой (2) из п. 56: 


[ры [В = а Ру а min p— min q): 


Таким образом, множество собственных функций, отвечающих 
собственным значениям из множества М, ограничено в H! и тем 
самым компактно в С (А), а значит, содержит сходящуюся после- 
довательность (Ym), элементы которой попарно ортегональны. Pac- 
смотрим норму |\р, —фи|н, считая п == т. С одной стороны, 


| Pr Ez Pm lH = (Ph ai Phn, Pa H т) m | Pa [2 +| Pum |? == 2, 


С другой стороны, 
| фе — фи [= fa (Фи — фи)? dt < A | фи — фи Е <. 
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Число = может считаться сколь угодно малым, если п и т доста- 
точно велики, так как последовательность (фт) сходится, а следо- 
вательно, является фундаментальной в С (А). Полученное проти- 
воречие ILE и означает, что бесконечное множество собственных 
значений не может быть ограниченным. 


$ 2. Приложения вариационного подхода 


60. Равенство Парсеваля для собственных функций. Напомним 
некоторые определения, относящиеся к ортонормированным систе- 
мам в евклидовом пространстве E. Эти определения должны быть 
известны читателю из теории рядов Фурье. Пространство E пред- 
полагается бесконечномерным, в конечномерном пространстве поня- 
тия, которые будут обсуждаться, тривиализуются. 

Последовательность (ф„) элементов евклидова пространства назы- 
вается ортонормированной, если при всех п, т=1,2,...выполняются 
соотношения (Pan, фт) = бит, где nm — символ Кронекера. Примером 
ортонормированной системы в пространстве Н может служить 
последовательность (ф„) нормированных собственных функций 
оператора Штурма — Лиувилля. Пусть х — элемент пространства E. 
Его коэффициентами Фурье относительно последовательности (p7) 
называются элементы числовой последовательности (Qn), где о = 
= (X, p). Положим 


=x P (x, Pr) Pr. 


Прямые вычисления показывают, что справедливы соотношения: 
1) (Xn, þe) = 0 при k&n, 2) ый ES 2 pg)’. Hs 
2) следует, что ряд >X r(x, pa)? всегда сходится, причем 


X (х, Pa)? < |x|? (неравенство Бесселя). 


Ортонормированная последовательность называется замкнутой, если 
для любого x = Е выполняется равенство 


br 1 (x, р»)? = | X F: 


которое принято называть уравнением замкнутости, или равен- 
ством Парсеваля. Замкнутость системы (ф„) равносильна тому, 
что для любого X имеет место предельное соотношение: х„-—0 
при n— со. Предельное соотношение: х„->0 при п - со, в свою 
очередь, равносильно тому, что: а) для любого х сходится после- 


довательность у. p) Pe (иначе | говоря, сходится ряд 


У _ (<, ФФ»), 6) предел последовательности У (, Фь) Фи 
(который принято обозначать (X, pr) pr) равен вектору X: 


x=, (x, pn) Pr. (1) 
146 


Таким образом, замкнутость последовательности (ф„) равносильна 
тому, что для любого вектора х выполняется равенство (1). 

При выводе равенства Парсеваля часто используется следую- 
щее предложение. Если равенство Парсеваля выполняется для век- 
торов х из плотного в пространстве Е множества, то оно выпол- 
няется для всех векторов из Е. Напомним, что множество назы- 
вается плотным в пространстве Е, если любая окрестность 
{х:|х—а| <, #> 01, а и € произвольны, содержит элементы 
множества. 

Первым шагом в доказательстве являются проверка сходимости 


ряда а Pa) (у, ф,)| при произвольных X, у и вывод Hepa- 
венства 


Ух, фи) (у, №») | [ПУ (2) 


Воспользуемся неравенством Коши 


(У, (х, фь) (у, $) | — Ув, (х, 4, У, (у, Фь?. (3) 


Сходимость ряда НН |(х, Pr) (у, Pa)| в силу (3) следует из схо- 
димости рядов вида X% (x, pe). Переход к пределу в (3) и 
неравенство Бесселя дают (2). Второй и последний шаг доказа- 
тельства состоит в следующем. Пусть х— произвольный вектор 


из E, а вектор h выбран так, что для х-- Н выполняется равенство 
Парсеваля. Тогда 


= 1х У pa) =h У, (кВ, pa)? — 
—2 (x, h)— ih +2 У, (х, Pa) (h, pa) + У, pa)? = 


=—2 (x, h)—|h +2 Xp (х, Pa) (h, pa) tH Xni (В, pra)? < 
<4|x|lh]. 


Эта выкладка показывает, что число |x|? — kia (x, P,)?, с одной 


стороны, не зависит OT h, а с другой стороны, становится сколь 
угодно малым, если норма |h] достаточно мала. Так как векторы 
вида x+h, удовлетворяющие равенству Парсеваля, существуют 
при сколь угодно малых |В|, то уравнение ‚замкнутости |x|? = 
= X i (X, Pa)? выполнено при всех x E E. 

Равенство Парсеваля для собственных функ- 
ций. Покажем, что ортонормированная последовательность (Qn) 
собственных функций оператора Штурма — Лиувилля является 
замкнутой. 

Докажем, что равенство Парсеваля выполняется для функ- 
ций, принадлежащих множеству D. Пусть ре Ci Положим 
fan=f— У, _, $, 9») фл. Функция fa ортогональна функциям Qr, 
k&n. Если р =0, то равенство Парсеваля для f выполнено. 
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Пусть fa 0, тогда |{„|н=20 и полученное в $ 1 вариационное 
описание собственных функций дает 


а 
Кпк), (9) 


где Anı — (n+ 1)-e в порядке возрастания собственное значение 
оператора Штурма — Лиувилля. Из последнего неравенства сле- 


дует 
Ата fa В = К (fa): 
Будем считать далее, что { ЕД. Оценим правую сторону: 


IK (fa |= [В ns [= Fns Fn) | < Ifa I fa = ТИР ТР F 


Здесь использованы равенство lf, = (lf)n, доказанное в п. 59, и 
неравенство |» ?=|8Р— Xk (8, Фи)? |8, справедливое для 
произвольной функции ©. Итак, Mna | |< Ш| В $ 1 было noka- 
зано, что Л„->со при N — со, поэтому |}, |-> 0 при п — со. Pasen- 
ство Парсеваля для функций, принадлежащих множеству D, 
доказано. Доказательство того, что множество D плотно в H, 
отнесено в Приложение 2. 

61. Минимаксимальный принцип. Фиксируем в пространстве Н 
п-мерное подпространство L. Так как функционал К полуограничен 
снизу на множестве функций h, принадлежащих Су и удовлетво- 
ряющих условию нормировки |И|н=1, то он полуограничен снизу 
также на множестве z; функций h, принадлежащих Су и удовлет- 
воряющих кроме условия нормировки |й|н=1 условию ортого- 
нальности: (h, 4$) =0 для любой функции ф, принадлежащей nog- 
пространству L. Обозначим через и (L) точную нижнюю границу 
функционала К на множестве Фу. 

Теорема Куранта (минимаксимальный принцип). Справедливо 
соотношение 


Ang = SUP в (Г). 


Иными словами, множество чисел u (Г), соответствующих ece- 
возможным п-мерным подпространствам L, имеет точную верх- 
нюю границу, которая равна Лил. 

Для доказательства достаточно проверить два факта: 

а) существует такое подпространство L, что в (Г) = Any; 

6) при каждом L существует такой вектор h из множества 
Oz, что К (h) < dny- 

Выбрав в качестве L подпространство, натянутое на собственные 
функции $ф1,..., ф„, оператора Штурма — Лиувилля, перенумеро- 
ванные обычным образом, в соответствии с вариационным описанием 
собственных функций получаем u ([.) = Àn. Таким образом, а) уста- 
новлено. 

Обращаясь к 6), фиксируем подпространство L и будем искать 
вектор h, принадлежащий z, в виде 


| i= ры акфь, (5) 
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где P — нормированные собственные функции. Выберем в подпро- 
странстве L базис (pi, ..., Pn). Условие ортогональности вектора 
h к подпространству L равносильно N соотношениям (h, $.) =0 

‚ (h, ф,) =0, которые можно рассматривать как однородную 
систему линейных уравнений для п-{-1 коэффициента а1,..., n+ 
Такая система имеет ненулевое решение, которое остается решением 
после умножения на произвольный числовой множитель. Подбором 
этого множителя можно добиться того, что будет выполняться 
условие нормировки 


и =а-... а =1. 


Итак, действительно существует вектор h вида (5), принадлежащий 
множеству z. Вычислим на этом мы функционал К: 


в" а»Фь) =p (S k iir ‚ аьфь, jja атФт) = 


e Apam B (Px, Pm) Ea ga Apm (Ф», т) = 
T Dem a т@@т (Фь, Pm) = za bri Ai | Akak. (6) 


Отсюда 
1 
К ( — arpe) < Anı -Ai ak = z4 Antr 


Утверждение 6), а вместе с ним и теорема Куранта доказаны. 

Важное различие между минимаксимальным принципом и вариа- 
ционным описанием собственных значений состоит в том, что 
принцип дает непосредственное описание собственного значения 
Anı, Не требующее предварительного отыскания предшествующих 
собственных значений Ay, ..., Àn и собственных функций Фу, ..., Фл- 
Преимущества, вытекающие из этого отличия, будут проиллюстри- 
рованы следующим результатом. 

Асимптотическое поведение собственных зна- 
чений. Сопоставим два оператора Штурма — Лиувилля, заданных 
на одном и том же интервале Д: 


lu = — (ри’)’ Е ди, Ци = — (pu) + дли. 


Обозначим отвечающие им функционалы К и К,. Пусть р <p, 
и q<qı. Точные нижние границы (L) и (L) функционалов 
К и К, на множестве Ф, удовлетворяют неравенству в (Г) = в (L). 
Обращаясь к минимаксимальному принципу, можно утверждать, 
что собственные значения (An) и (Àn) вр Ги L, при всех 
п подчиняются соотношению 


An < Àn . (7) 
Положим pm = max p, qm = max q, Pm = Min p, qm =mMinq H введем 
A д A A 
операторы 
[ми = — pmu" | 9ми, ши = — Pm” + дти. 
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Решения им и Um уравнений [мим=Айм, шит == Айти, удовлетво- 
ряющие условиям им (а) =0, и (а) =0, равны 


uu (D= Аз 9 а) un (=A sin J/ ыы ЗН 
PM Pm 


Условия им (5) =0, um(b)=0 определяют собственные значения 
(An) и A”): 

(М) о“ aoo (E 

Ån qu+pu( TaT) > Àn Чт + Pm ГАТ) 


Согласно (7) собственные значения (Àn) оператора [ подчиняются 
неравенствам 


Pm (т) + (n< < ры (9 + qm. 


Таким образом, члены последовательности (Àn) при больших HOME- 
рах растут с такой же скоростью, как члены последователь- 
ности (72). 

Результат, выраженный последним неравенством, может быть 
существенно улучшен. Может быть показано, что 


dt с 
итал] 5 | F А», (8) 


причем последовательность (^„) ограничена, иными словами, суше- 


ствует такое число с, что | =—2 Вывод последней формулы 
использует некоторое специальное отображение (обозначим его 
через И), сопоставляющее функции f, принадлежащей H (А), H! (А) 
или Нь(А), функцию g= Uf, принадлежащую Н [0, d], Н"[0, а] 


или Ну [0, 4], где а = у Это отображение задается формулой 
р 
t dg 
= (р (HLF, E=\ =. 
O=O, t= hiy 


Основные свойства отображения И даются двумя следующими 


соотношениями: 
( Daa = (UF, UFa io, ат, 
a OF? +a) а =" (e° + ов) 4, g=Uf, fE C(A), 


причем функция O может быть явно вычислена в терминах функ- 
ций ри 9. Предлагаем читателю самостоятельно проверить эти 
соотношения и с их помощью доказать формулу (8). 

62. Отрицательные собственные значения. Неравенство (4) 
в частном случае п==0 принимает вид 


МР = К. 


Здесь f— произвольный элемент Су (А). Если }=сф., где c— npo- 
извольная постоянная, то в полученном неравенстве осущест- 
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вляется равенство. Отсюда могут быть сделаны следующие выводы: 
1) для того чтобы функционал К был положительным, необхо- 
димо и достаточно, чтобы наименьшее собственное значение h 
оператора Штурма — Лиувилля l было неотрицательным: № = 0; 
2) для того чтобы функционал К был положительно-опреде- 
ленным или, что равносильно, равномерно-положительным в Ну (А), 
необходимо и достаточно, чтобы наименьшее собственное значе- 
ние № оператора Штурма — Лиувилля было положительным. 
Отметим, что равносильность положительной определенности 
и равномерной положительности функционала К на Hi легко 
выводится из построений настоящего параграфа независимо от 
результатов гл. [. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим наряду 


с оператором l оператор Í: 
ш = — ((p— p) и’) +(q—p)u, 
где и— положительное число, и< шшр. Оператору Г соответ- 
в. 


ствует функционал 
К (u) = (p — u) u” + (q — u) u?) dt = К (и) — ви. 


В п. 63 будет доказана лемма, которая гласит, в частности, что 
наименьшее собственное значение à оператора l и наименьшее 


собственное значение À; оператора l удовлетворяют неравенству 
E |= E шр)-1 (7, — min q\]. 
чи (min p) Mm — min d) 


Пусть функционал К положительно определен, T. e. Л, >0. При 
достаточно малых и число À; неотрицательно, следовательно, для 
таких и К (и) —=0, ие С} и, значит, К (и) = ций. 

Напомним, что результаты п. 25 позволили охарактеризовать 
положительность и положительную определенность функционала К 
в терминах решений уравнения lu =Q, удовлетворяющих условию 
и (а) =0. Сопоставляя утверждения 1), 2) и результаты п. 25, 
легко убедиться, что оператор Штурма — Лиувилля имеет отрица- 
тельное (неположительное) собственное значение тогда и только 
тогда, когда решение и имеет корень на интервале (а, 6) (соот- 
ветственно (а, 6|). Сформулированное предложение является 
частным случаем следующей теоремы. 

Теорема. Число отрицательных (неположительных) собственных 
значений оператора Штурма — Лиувилля равно числу корней pe- 
шения и на. интервале (а, b) (соответственно (а, bf). 

Число отрицательных (неположительных) собственных значений 
играет для функционала К такую же роль, как и в случае 
квадратичных функций на В*. Предположим, чтобы избежать 
многократных оговорок, что нуль не является собственным зна- 
чением рассматриваемого оператора l. Число отрицательных соб- 
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ственных значений равно размерности подпространства H, Ha- 
ненулевых векторах которого функционал К принимает отрица- 
тельные значения, причем на ненулевых векторах, ортогональных 
к H, функционал К, напротив, принимает положительные зна- 
чения. Подпространство Н_ является линейной оболочкой собет- 
венных функций Q1, ..., ф„, отвечающих отрицательным собствен- 


ным значениям, т. е. состоит из функций вида [= | авфь, 
числа а, произвольны. Для таких функций согласно формуле (6) 


KA= м, У" АГ, 


так что действительно К(<0 при } 520. Если же функция f 
ортогональна к H, то согласно (4) К(—=^,.. ||, так что 
КА >0 при [52 0. 

Доказательство теоремы будет проведено при допол- 
нительных предположениях: р Е C? (А), q = С\(А). Справедливость 
утверждения от этих предположений в действительности не зави- 
сит. Обращаясь к доказательству, рассмотрим при каждом В из 
интервала (а, b] оператор [ на интервале ja, В]. Обозначим его 
собственные значения с обычной договоренностью об упорядочении 
через Àn (В), п=1, 2, .... Оказывается, что 

_а) при В, достаточно близком к а, собственные значения Àn (В) 
положительны; 

6) при всех п функции №, (В) непрерывны; 

в) функции В —> Àn (В) являются строго монотонно убывающими. 

Покажем, что из предложений а)— в) вытекает утверждение 
теоремы. Доказательство предложений а)— в) будет дано в сле- 
дующем пункте. Обозначим через bn корень функции Л» (В), pac- 
положенный на интервале (а, 6]. При данном п корень может 
отсутствовать; если же он существует, то в силу строгой моно- 
тонности функции он единствен. Предположим, что функция Àn (В) 
при данном A имеет корень на интервале (а, b]. Тогда функция 
^п (В) при m< п обязана иметь корень на интервале (а, b). 
Действительно, в силу строгой монотонности функции Àn (В) вы- 
полняется неравенство Àn (5) = 0, а значит, неравенство ^ (5) < 0. 
Так как Л„(В)>0 при В, достаточно близких к а, то в силу 
непрерывности функция Л„(В) имеет корень на интервале (а, b). 

Из этих рассмотрений следует, что число отрицательных (непо- 
ложительных) собственных значений оператора Í на интервале A 
совпадает с числом корней b„ на интервале (а, bD) (соответственно 
(а, 6]. 

Рассмотрим ненулевое решение и уравнения [ш=0, и (а) =0. 
Покажем, что множество корней этого решения на интервале (а, 6] 
совпадает с множеством корней 6,„. Покажем, что В„— корень 
решения и. Пусть ф„в — собственная функция оператора l на 
интервале [а, В], продолженная как решение уравнения на интер- 
вал А. Она удовлетворяет уравнению lỌng = Àn (В) Png и условиям 
Pap (а) =0, Pag (В) =0. Если P =bn, то уравнение принимает вид 
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[ф,в=0. Функция и лишь постоянным множителем отличается от 
собственной функции Фф„ь, Поэтому и(6„)=0. Пусть теперь с — 
произвольный корень функции и. Ясно, что в этом случае 0 — 
собственное значение оператора l на интервале [а, с]. Но это 
значит, что при некотором ий справедливо равенство À, (с) =0, 
т. в Ce ih 

Подведем итог. С одной стороны, число отрицательных (непо- 
ложительных) собственных значений оператора [ на интервале А 


совпадает с числом корней 6, на интервале (а, b) (соответственно 
(а, 6]). С другой стороны, корни решения и совпадают с корнями bp. 
Сопоставление этих утверждений и приводит к теореме. Рис. 18 
иллюстрирует соотношение между графиками функций An и rpa- 
фиком функции U. 

63. Доказательство предложений а) — в). Чтобы доказать а), 
достаточно убедиться, что À (В) >0 при В, достаточно близких 
к а. В п. 25 было установлено неравенство 


В — а)? В p 

(poa ZE (r Odat, 

в котором {+ Сь[а, В]. Воспользуемся этим неравенством: 
K (f) = min p |Ê F dt + min q ВР dt = 
А А 
i , 2 £ В го 
= [min p Ba +min q| |; Е. 

Отсюда | 

^ (B) = min p - pa t ming. 
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При достаточно малых В — а правая сторона положительна, поэтому 


à (В) > 0. 
Обратимся к предложению 6), утверждающему, что функция 
An (В) непрерывна. 


Лемма. Пусть l u [— два оператора Штурма — Лиувилля на 
интервале А: 


ш = — (ри’)’ +qu, lu = — (ри’)' ди, 


причем |p—plẹle <e, |19—й|с<—е. Тогда собственные значения № 
и Àn этих операторов подчиняются неравенству | 


9 — № = 81 + (min p \* (An — min q). 


Доказательство основывается на минимаксимальном 
принципе. Обозначим через К и К функционалы, соответствующие 
операторам Ги l. Имеем 


K P = fa (PF H 4) dt < | (рэ ++ Р = 
<(! +0?) от map)” dt < 


«раки 1 [лм 
\ А 


Отсюда следует 


№» = (1 р) M +: (1 — mag) 


HJIH - 
№ — м < E [1 + (min pyt (àn — min q)]. 


С другой стороны, 
кр = eF +a edt > 
=(1-— р) КФ в (Г-н) 4 


Таким образом, 


(1 пир) ae (1 — шар) 


An — An = — e [1 -+ (штр)-! (An — min q)]. 


Объединяя полученные оценки для Àn — Àn, получаем утверждение 
леммы. 

В порядке пояснения к лемме отметим, что K (f) = min q |, F dt, 
и поэтому Л, = A = min q. 
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Переходя к новому аргументу в дифференциальном уравнении 
lu = Ли по формуле 


1 Е=а-- (1—а) 


b—a 
В—а’ 


получим вместо краевой задачи для уравнения [и =/и на интер- 
вале (a, В] краевую задачу [ви =Аи на интервале А. Коэффици- 
енты рв и qg оператора lẹ имеют вид 


ов (В) = (=) р(т (8), 4в (© =9(% H), 


где т (&) =а-+(Е— а) =: . Ясно, что при достаточно близких В 


и В’ выполняются неравенства |рв — pge l<e, | 9в — дв’ | < = с npo- 
извольно выбранным € œ> 0. В силу леммы отсюда непосредственно 
вытекает, что функция Л„ (В) непрерывна. 

Доказательство предложения в). При доказательстве 
предложения в) вновь будет использован минимаксимальный 
принцип. Начнем с некоторых общих построений. Пусть непре- 
рывный функционал /, заданный на нормированном векторном 
пространстве ÈE, ограничен на множество М и полуогра- 


ничен на нем снизу. Лусть М — плотное подмножество множес- 
тва М. Справедливо равенство ini Г (х) = ШЕ I(x). 

хЕМ | хЕМ 
Положим u= inf / (x) Для проверки равенства достаточно. 
хЕМ 


показать, что при любом =>>0 существует такой элемент хе М, 
что /(Х) <в-г. Согласно определению числа и существует такой 
элемент X, принадлежащий М, что /[(х) < и-:/2. С другой сто- 
‚ роны, так как М — плотное подмножество М, по заданному ô 
можно указать такой элемент Хх, что |х—х|< 6. Число 6, а с ним 
и элемент Х, можно выбрать так, что будет выполняться нера- 
венство | [ (Xx) — I (X) | < #/2. Оценим / (X): Г (X) < Г(х) + =/2< в +e. 
Совпадение точных нижних границ на множествах М и М уста- 
новлено. 

Пусть Ё-— векторное подпространство пространства Е, плотное 
в E. Пусть множество М определяется уравнением С (х) =0, где 
G — непрерывно дифференцируемый функционал, не имеющий на 
множестве М стационарных точек. Положим М =M fN Ë. Утверж- 
дается, что М — плотное подмножество множества М. 

Обращаясь к доказательству, заметим прежде всего, что AU- 
нейный функционал L:E—>R, равный нулю на множестве Е, 
равен нулю тождественно. Действительно, пусть x & E. Благо- 
даря плотности Е существует такая последовательность (хи), эле- 
менты которой принадлежат Ё, что х„ > х при п-= со. Из линей- 
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ности функционала L следует его Е и. L (Xna) = 
—> L(x) при n— со. Так как [. (х,) =0, то L(x)=0. 

Натянем на вектор В = Ë, считая dG (а; В) 520, подпростран- 
ство Na. В п. 38 было показано, что всякий вектор y Æ E pony- 
скает однозначное разложение y= +n, &= Ма, це Na, компо- 
ненты которого & и 1 непрерывно зависят от у. Было показано 
также, что при достаточно малых & ¢& U, определено такое 


отображение ф: И, > В класса С*, что точка а+ & + (&)В лежит 
на множестве М. Представим х= Е формулой а &- 1 и nono- 
жим Х=а-- & | ф (&)В, где & — тот же вектор, что и в разложении 


вектора х—а. Тогда хе Е [| М. Так как вектор & непрерывно зави- 
сит от X, а фнепрерывно зависит от $, то X непрерывно зависит от X. 
Следовательно, X X достаточно близок ка, если X достаточно близок ка. 

Пример 1. Если фигурирующий в предыдущем утверждении 
функционал G линеен, то наложенные на него условия сводятся 
к тому, чтобы он был отличен от тождественного нуля. Это ясно 
из того, что линейный функционал дифференцируем, причем его 
производная С’ постоянна и равна С: С’ (х) = 4 | 

Пример 2. Пусть B : Е* — В — симметричный билинейный функ- 
ционал, причем соответствующий квадратичный функционал К (x)= 
= B(x, X) положительно определен, т. e. К (х) >0 при х=0. 
Тогда функционал С (х) =К (х) —1 удовлетворяет наложенным 
выше условиям. Действительно, дифференциал dG (x; В) =2В (x, h) 
в произвольной точке X, хе М, отличен от нуля, так как К (x)= 
= B(x, х) >0 при х=-0, а множество М не содержит нуля, 
ибо определяется уравнением К (х) = 1. 

Как уже говорилось, плотным векторным подпространством 
в H является множество D. В действительности. и более бедное 
множество S, состоящее из бесконечно дифференцируемых финит- 
ных на интервале А функций, является плотным векторным под- 
пространством в Н. Высказанное утверждение будет доказано 
в Приложении 2. Там же будет показано, что подпространство S 
является плотным в пространстве H! (А). 

После этих общих замечаний обратимся к доказательству 
предложения в). Согласно минимаксимальному принципу для 
оператора Штурма — Лиувилля An+ = sup u (L), где p (L) E inf K (F), 

L ЕФ/ 


а множество Ф,; состоит из нормированных функций, принадле- 
жащих Ноу и ортогональных в H к п-мерному подпространству L. 
Число и ([) не изменится, если множество Ф; заменить в опре- 


делении и (Г) его плотным подмножеством Ф,;. Оказывается, NMO- 
добным подмножеством является D; N S. Докажем это, считая, что 
свойство плотности S в Ну известно. 

Выберем в подпространстве L базис (pi, ..., Pahn). Условие 
ортогональности функции h, h& Но, к подпространству L равно- 
сильно условиям (h, pı) =0,..., (h, ф,) =0. Так как отображение 
й — (h, $.) является ненулевым линейным функционалом, то MHO- 
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жество векторов плотного векторного подпространства $, удов- 
летворяющих условию (A, pı) =0, является плотным векторным 
подпространством в векторном подпространстве, выделенном в Но 
условием (h, p) =0. Продолжая эти рассуждения, убеждаемся, 
что векторное подпространство $ [| H: в пространстве Hz, состоя- 
щем из всех векторов пространства Ну, ортогональных K L, плотно 
в самом Hz. Множество Ф,; выделяется в подпространстве H: 
наложением условия (h, И) =1. Согласно примеру 2 в Ф; плотно 
множество Pr = P, N (SAHA =LA S. 
Сравним теперь при разных В функционалы Кв: 


Кв (В = $É (р + 9/2) dt. 


Пусть В’< В. Фиксируем подпространство L в Н[ а, В]. Выделим 
на множестве D; < Hola, В] функции f, удовлетворяющие условию 
(Г) =0 при В’=—<#=В. Обозначим множество таких функций 
через Ф!. Ограничив функции, принадлежащие L, на интервал 
[а, В'], получим подпространство L’ в пространстве Н[а, В’]. 
Размерность L’ может быть равна размерности L, а может ока- 
заться и меныше размерности L. Рассмотрим множество Фг, 
в Hija, В']. Ясно, что Фе c Or, ибо функции из D} не только 
сами равны нулю в точке В”, но и имеют в ней нулевые произ- 
водные. Очевидно, однако, что 5 [а, В] ПФ. < OL. Поэтому 


inf Кв (7) = inf Кь {= inf Ke (1) = ini Кр ($. 
Отсюда 
sup inf Кв ()=зир ШЕ Kẹ (7). 


Правая сторона лишь возрастет, если под L’ понимать произ- 
вольное п-мерное подпространство пространства Н[а, В']. При 
таком понимании подпространства L’ неравенство принимает вид 


Ani (P) < Ansi (В°), 
что и требовалось. 


$ 3. Обобщения и связь 
с приближенными вычислениями 


64. О возможности обобщений. Все результаты и построения двух преды- 
дущих параграфов без труда переносятся на функционалы в пространстве 
С1 (А — В”). С незначительными видоизменениями они переносятся и на Apy- 
гие граничные условия, например естественные граничные условия. Иначе об- 
стоит дело с функционалами на Ct (D), в частности с функционалами вида 

Es k 
K u)= |p [УВ 12 © ини», +b 69 u?] dx, 


Считая функции Q;j, b и f достаточно гладкими, а матрицу {a;; (х)}, хер, 
b, В 
равномерно положительной: зн 1—1 &y (Х) 5, = | & |2, p >0, в не зависит 
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от X, можно показать, что все доказанное в $1 для пространства C1(A), в том 
числе g описание собственных функций 


-У, рае Qij (X Фи =u ©, и|ор=0, u #0, 


переносится на пространство С1 (D). Сохраняются также уравнение замкнутости 
для собственных функций и минимаксимальный принцил. Однако доказатель- 
ство разрешимости экстремальных задач нельзя получить лишь средствами, 
которые применялись выше. Утрачивается, например, компактность в С (D) 
ограниченного множества функций из H+ (D). Можно было бы попытаться 
использовать вместо пространства С (D) пространство H (D), но тут возникает 
новое обстоятельство, о котором уже упоминалось: пространство H (D) — He- 
полное пространство. Чтобы по образцу пространства H (D) построить полное 
пространство, необходимо воспользоваться понятием интеграла Лебега. Владея 
интегралом Лебега, можно модифицировать рассмотрения $ | так, что они ока- 
жутся применимыми к функционалам К и I на пространстве Ct (D). Выше от- 
мечалось, впрочем, что при исследовании квадратичных функционалов вместо 
пространства С1 (D) предпочитают иметь дело с пространством типа Н! (р). 
Упомянутые рассмотрения погружаются при этом в общие схемы функцио- 
нального анализа и обычно излагаются в связи с теорией гильбертовых, т. е. 
полных евклидовых пространств. 

Переход от квадратичных функционалов к общим интегральным функцио- 
налам, даже на С1 (А), также требует некоторой модификации построений $1. 
Впрочем общий дух подобных построений и для квадратичных функционалов 
на C1 (D) и для общих функционалов на C1 (А) не должен показаться неожи- 
данным читателю, освоившемуся с содержанием $1. При переходе к общим 
функционалам на С! (р) трудности возрастают, удовлетворительное состояние 
в этой области было достигнуто лишь в последние годы. 

У читателя не должно складываться впечатления, что в простейшей за- 
даче о минимуме квадратичного функционала на С1(А) все вопросы решены 
и проблем нет. В приложениях условия, наложенные выше на функции р 
и 4, часто нарушаются. Осложнения, возникающие при этом, также получают 
удовлетворительное разрешение в рамках гильбертова пространства. Мы огра- 
ничимся простыми иллюстрациями. При принятых выше предположениях от- 
носительно р и q оператор Штурма— Лиувилля l называется регулярным. 
Если эти предположения нарушаются или интервал, на котором рассматри- 
вается оператор, неограничен, оператор называется сингулярным. Типичные 
нарушения обычных предположений — обращение коэффициента р в нуль в OT- 
дельных точках, обращение 4 в бесконечность в отдельных точках или неогра- 
ниченность интервала А. В соответствующих экстремальных задачах точная 
нижняя граница может не реализоваться, положительная определенность 
не обязательно влечет за собой равномерную положительность, собственные 
значения могут отсутствовать. Возможны и другие отклонения от положения, 
обычного для регулярного оператора. 

Примеры. 


1) На пространстве С! (А), ^a=|— = 


9 ? 
K (P) = |a cos {[(соз £) f 61}? dt, 


предполагая |||; =1. Очевидно, что К (р) >0, причем равенство К (f)=0 


невозможно. Покажем, что точная нижняя граница функционала равна нулю. 
Сделаем замену независимой переменной и функции 


E=tgt, &()=00$Ё.[ (1. 
Функция © определена на К. После такого преобразования получим 


кф=К = fr g? © dë, 1|=б E) = |r ©. 


л 
> ‚ рассмотрим функционал 


Точное описание того класса функций g, в который переходят функции |, 
{= С! (А), нам не понадобится. Легко проверить, однако, что функции д (Е) = 


— се` */? ®, rge cu = — фиксированные числа, € >> 0, входят в этот класс. Под- 
берем с из условия G (5) =1: с? = (e/a) 2. Далее К (8) ==/2 и, таким образом, 


К (5) ——0 при = -> 0. Следовательно, точная нижняя граница К действи- 
тельно равна нулю. Функционал К может быть приведен к стандартному виду 


K (H = \ [cost t - f’? (4) с0з?# . (1 —3 sin? £) f? (£)] at. 


Отсюда ясно, что в данном случае нарушается условие p œ 0: коэффициент p 
обращается в нуль на концах интервала А. Исследуя пример, мы убедились, 
что от этой неприятности можно избавиться, приобретя, правда, другую: ин- 
тервал А станет бесконечным. 

2) Нижеследующий пример принадлежит Вейерштрассу. На пространстве 
С: [—1, 1] рассматривается функционал 


1 | 2 
I (u) = an (Ри? — 4tu) dt = Ae 18% —-. 


—1 


2 
Ясно, что [ (и) >, 
= —Í +c. Выбрать с так, чтобы выполнялись граничные условия, невозможно. 


ибо r= означает и’=—1, так что и (Р) = 


Убедимся, что —- - точная нижняя граница функционала I на Е, В. 


Пусть 
arctg t/e 


arctg 1/8’ aii 


иг (t) =— t+ 
Тогда a 
I (ue) +3 = È P ug ФФ < 


<f CHA +D d = a \ пе = ие 


~ (arctg 1/e)2 \ 2+ =? arctg 1/e ° 


Следовательно, / (иг) += —> 0 при &— 0. 


В п. 46 упоминался принцип Дирихле, который гласит, что точка мини- 
мума функционала 


Г (и) = A \, (Vu)? ах 


1 v 
на множестве Co (D) функций, подчиненных условию U|ap =ф, ф— заданная 


функция, удовлетворяет уравнению Лапласа Au =0. 

История вариационного исчисления хранит любопытный эпизод, связан- 
ный с принципом Дирихле. То, что в наше время вполне ясно студенту, не- 
многим более ста лет тому назад могло затруднить выдающихся математиков. 
В связи с исследованиями по теории функций комплексной переменной, ко- 
торые в дальнейшем стали основой развития целого ряда математических 
дисциплин, Риман нуждался в доказательстве разрешимости задачи Дирихле 
для уравнения Лапласа. Он считал, что получил такое доказательство, со- 


славшись на принцип Дирихле: раз функционал / на Со (2) принимает неот- 
рицательные значения, то его значения имеют точную нижнюю границу и, 
следовательно, существует функция, реализующая эту границу; она и будет 
решением задачи Дирихле. Описанный выше пример 2) был предложен Вейер- 
штрассом в порядке критики рассуждений Римана. Вейерштрасс заметил, что 
в нужном классе может не существовать функции, реализующей точную ниж- 
нюю границу. Критика Вейерштрасса, конечно, не означала, что точная HHX- 
няя граница не достигается в задаче, рассмотренной Риманом. Несколько де 
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сятилетий спустя, около 1900 r., Гильберт доказал, что с принципом Дирихле 
все обстоит благополучно. Впрочем, сама теорема о разрешимости задачи Ди- 
рихле была доказана раньше другими методами. 

65. Метод Ритца. Как следует из рассмотрений $ 1, при подходящих усло- 
виях минимизирующая последовательность все же сходится и имеет своим пре- 
делом решение экстремальной задачи. Метод Ритца представляет собою эф- 
фективный с точки зрения вычислительной практики метод построения мини- 
мизирующей последовательности и, как следствие, эффективный метод решения 
экстремальных задач. И теоретически и практически он содержателен только 
для функционалов на бесконечномерных пространствах, поэтому всюду, где 
будет обсуждаться метод Purua, будет без оговорок предполагаться, что основ- 
ное пространство бесконечномерно. 

Пусть на нормированном пространстве Е задан полуограниченный снизу 
функционал Г. Зададимся также последовательностью E, конечномерных под- 
пространств в пространстве Е. Будем предполагать, что размерность Е» равна п 
и что Е, C Eny: Ограничив функционал I на подпространство Ep, получим 
функцию /[„:Е„-— В. Предположим, что функция /„ имеет точку абсолютного 
минимума хи. [Госледовательность (Xp) называется последовательностью Ритца, 
порожденной последовательностью (En). Вообще говоря, последовательность (хи) 
определяется последовательностью (Ep) неоднозначно. Ясно также, что она 
может и не существовать. В силу самой конструкции выполняются неравен- 


ства 
Г (хт) S1 (хи) S1 (x), (1) 


где n< m, x& En. Первое неравенство следует из того, что Ep C Em. B npa- 
ложениях вместо последовательности подпространств (En) обычно задается по- 
следовательность векторов (е„), причем считается, что для любого п векторы 
€l, ..., €n линейно-независимы. Подпространство Е„ в этом случае опреде- 
ляется как линейная оболочка векторов €j, ..., ед, т.е. как множество 


линейных комбинаций вида poe Akek с произвольными коэффициентами ар. 
В этом случае вместо функции /„ можно рассматривать функцию 7,4: R” - В, 


l (а) =7, (а -> а.) =1 HA i Gta) 


и вопрос о точке минимума [„ превращается в вопрос о точке минимума 
функции Г». Обозначим эту точку через atn) = (а(", ..., aP), тогда 


>. № (п) 
х, =» — 14. €k 


В этом случае говорят, что последовательность Ритца (Xn) порождается no- 
следовательностью (е„). Последовательность подпространств Е„ всегда можно 
считать заданной последовательностью векторов (е„). Для этого в качестве € 
следует взять любой ненулевой вектор из пространства ÈE}, в качестве eg — 
линейно-независимый с ним вектор из пространства Eg H T. д. 

Спрашивается, при каких условиях последовательность Ритца является 
минимизирующей. 

Будем говорить, что последовательность подпространствь (En) (или coom- 
ветствующая ей последовательность векторов (е„)) является полной, если MHO- 
жество векторов, принадлежащих подпространствам En, n=l, 2, ..., плотно 
ав. | 

Пусть функционал | непрерывен, полуограничен снизу, а последовательность 
(En) является полной. Если последовательность Ритца (Xn) существует, она 
является минимизвирующей. 

Итак, докажем, что / (х„) —= и= ШЁ/ при п — со. Зададимся числом € >> 0. 
Следует показать, что существует такое число М, что T (хи) < +e при N = п. 
В соответствии с определением числа M можно найти такой вектор х, что 
Г(х) < в-+=/2. Фиксируем x. Благодаря непрерывности / найдется такое 
число Ô, что |Z (х) —1 (у) | < €/2 npa | х—у|| < 65. В силу полноты последо- 
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вательности (Е„) найдутся такое число N и вектор у, y € Ех, что |х— у! < ô. 
Подведем итог: при №М=—< п i 


Г (хи) = 1 (хм) a E a a a 


По поводу первых двух неравенств см. (1), третье является следствием выбора Y, 
четвертое — х. 

При переходе к условному экстремуму в конструкцию последовательности 
Ритца должны быть внесены изменения. Пусть, как обычно в задаче об услов- 
ном экстремуме, функционал l: Е —> В ограничен на множество М, описываемое 
уравнением С (х) =0, G: Е > В. Начальным пунктом конструкции по-преж- 
нему является последовательность подпространств (Ё„). Вместе с функцией 
In: En—> К на этот раз возникает функция Ga: Ea > R. Предположим, что 
при каждом п функция /„ имеет точку абсолютного условного минимума 
Xa» Xa E En, при условии С„(х) =0. ПШоследовательность (х„) по-прежнему 
называется последовательностью Ритца, порожденной последовательностью (Ep). 

Пусть функционал Г непрерывен, полуограничен снизу, функционал G непре- 
рывно дифференцируем и не имеет стационарных точек на множестве М, 
а последовательность (En) является полной. Если последовательность Ритца 
существует, она является минимизирующей. 

Доказательство проводится так же, как и в случае безусловного экстре- 
мума, следует лишь учесть, что множество точек, принадлежащих множествам 
M A Ep, п=1, 2,..., плотно в М. Доказательство последнего утверждения 
см. вп. 63. 

Укажем условия, при которых существует последовательность Ритца. Пусть 
w обозначает функцию [0, со) > В, полуограниченную снизу и удозвлетворякщциую 
условию œ (Г) > со при t-> со. Если функционал Г: Е > В непрерывен и удовзле- 
творяет при некоторой функции œ неравенстви Г (х) = ®(х)), то последова- 
тельность Ритца существует. | 

Отметим, что из неравенства Í (х) = (X ) вытекает и полуограниченность 
функционала l. Будем считать, что последовательность подпространств (Ep) 


задается последовательностью векторов (е„). Рассмотрим функцию fp: 
р п 
la (а) =1 фу arer). 


Следует доказать, что она имеет точку абсолютного минимума на Е„. Функ- 
ция a непрерывна, поэтому, будучи ограничена на произвольный шар |a| <R, 


она имеет на нем точку абсолютного минимума. Если l, (а) —> со при ||а|| — œ, 
то при достаточно больших R эта точка будет, очевидно, точкой абсолютного 


минимума функции Г, на В”. Функция а > | P Aker | непрерывна и поэ- 


тому имеет на сфере |а|=1|, т. e. на замкнутом ограниченном множестве, 
точку абсолютного минимума а’. Так как а’ == 0, то в силу линейной незави- 
симости векторов е,,..., е„ отличен от нуля вектор 2 | apep Следова- 


тельно, | р a epl z= | а ape, | =&@>œ>0. Если а — произвольный нену- 


Е 2 
ape 
k=l iii 


k=i laj 
Последнее неравенство показывает, что b аре, | > со при |а|- со. Соот- 


левой вектор из R”, то — а. Отсюда Salal 


y 


ношение Z, (a) -> со доказано. Это значит, что какой бы ни была последова- 
тельность (En), последовательность Parua для функционала [ существует. 
Если последовательность (En) полная, последовательность Ритца является 


_минимизирующей. 
Подобные же утверждения могут быть сделаны для функционала 


кф = fa (PF? + qP) át, 


рассматриваемого на множестве D, P, < Hi состоящем из нормированлтых 
функций, ортогональных фиксированному конечномерному подпространству L. 
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Условие ортогональности к L выделяет в Hi векторное подпространство, 
на которое и следует с самого начала ограничить функционалы К и 


G (A = fa Pat — 1. 
Справедливо неравенство 
K (Ð +AG (A = min p fln — A ГЕН, 


в котором À = min p — min q. Таким сбразом, какой бы ни была последова- 
А A 


тельность (En), последовательность Ритца для функционала K на множестве O, 
существует. Если последовательность (Ep) полная, последовательность Ритца 
является минимизирующей. 

Последние рассуждения показывают, что в задаче об условном экстремуме 
условие I (x)= © (1х!) можно заменить более слабым. Если функционалы Ги G 
непрерывны и при некотором числе А и некоторой функции œ выполняется 
неравенство 


Г -- 426 ® =0(х)), ® (0 > © при t>o, 


то последовательность Ритца в задаче на условный минимум существует. 
Доказательство этого утверждения полностью сведется к только что изложен- 
ным рассуждениям, если учесть, что множество в В”, определяемое уравнением 


Ĝan (x) = 0, замкнуто и функция T n Удовлетворяет на нем прежней оценке. 
-Обратимся к функционалу / в пространстве H4: 


I (u) = | (ри’? + qu? — 2fu) dt, 


отвечающему неоднородной задаче Штурма — Лиувилля. Известно, что функ- 
ционал / непрерывен. Предположим, как обычно, что функционал 


К (и) = |a ‘pu’? + qu’) dt 
положительно определен, а следоват гельно, И равномерно положителен: 


К (и) =p | А]. 


Тогда 
I (u) =-p/2 | м — 21|. 


Приведем, не останавливаясь на доказательстве, примеры последователь- 
ностей, полных в пространстве Hi. Оказывается, в пространстве Я! [0, 1] 


полны последовательность (În), состоящая из функций fn Gli т, и 
последовательность ($„), состоящая из функций $,(Г) = sin nnt. Эти последова- 
тельности часто используются в приложениях. 

66. Метод Галеркина. Метод Эйлера. Пусть / — интегральный функционал 


в пространстве Ci: 
гр = Lt FO, F O) adt. 


Пусть (gn) — последовательность функций из множества D. Рассмотрим порож- 
даемую ею последовательность Ритца (fa). 

Функция fn ищется как линейная комбинация Cigi -|-... F сиб, сообщаю- 
щая минимум интегралу 


я = ja LE У аа, O Ув, ар O) dt 


Функционал [| дифференцируем, поэтому в точке минимума а == (Qi, ... , An) 
должны выполняться соотношения 


и — а! (YY ав вв) =0. 
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Воспользуемся формулой для дифференциала dI, тогда уразнения для точки 
минимума функции /„ примут вид 


(Г [У agı) Zr)g =0, k=l, 


Ясно, что полученные уравнения для точки а полностью определяются струк-. 
турой дифференциального уравнения Эйлера. Это замечание лежит в основе 
не зависящего от вариационного исчисления метода приближенного решения 
краевых задач для дифференциальных уравнений — метода Галеркина. 

Пусть Ф (В, x, v, а) — функция A X R? > В. Рассмотрим дифференциаль- 
ное уравнение | 


® (4 FO, ГО, PO =0. 


Будем искать решение f, принадлежащее множеству D, T. e. решение, принад- 
лежащее С? и удовлетворяющее граничным условиям } (а) =0, }(Ь) =0. 
Левая сторона этого уравнения представляет собою функцию А -> К. Обозна- 
чим эту функцию через Ф [f]. Исходным элементом метода Галеркина, так же 
как и метода Ритца, является последовательность функций (gp), принадлежа- 
щих множеству D (или последовательность подпространств (Е„)). Элементы fn 
последовательности Галеркина ищутся в виде 


и р" @кбь. 


| Коэффициенты Qis...» а, определяются из уравнений 
(Ф т argi), gr)H E 1 


Видно, что для уравнения Эйлера метод Галеркина сводится к методу Ритца. 
Мы изложили сущность метода Галеркина на примере краевой задачи для 
одного обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка. Ясно, 
однако, что схема не зависит ни от порядка уравнения, ни от числа уравнений, 
ни от количества независимых переменных. 

В вводной части к данной главе упоминался метод ломаных Эйлера. 
Его можно рассматривать как еще один метод построения минимизирующей 
‚ последовательности. В сущности, он отличается от метода Ритца лишь тем, 
что пространство En, вообще говоря, не вложено в Ей. 1. Приведем несколько 
формул, поясняющих метод Эйлера. Чтобы построить пространство Ep, следует 
задать п точек tp Е А так, что a= <Ь-...<&1<1 =. В частности, 


| —1 
можно расположить точки на равном расстоянии: #6 =а- | АД | ай Прост- 


ранство Ep состоит из функций вида 


= 


f ( = ap + (ал — apk) P A = а, 


) 


Числа а, = f (tk) Е =1,..., п, здесь произвольны, их задание равносильно 
заданию функции f. Функция f — кусочно-линейная непрерывная функция; 


она принадлежит не пространству С1 (A), а более широкому множеству Ct (А) 
(см. п. 24), состоящему из кусочно-непрерывно дифференцируемых функций; 


норму на G (^) можно ввести той же формулой, что и Ha C! (А). Вычислим 
интеграл / (f: 


I (f) = fa LE, 10, Fa = о Or Gb tun 
где 


t t = 
A k+1 k y — x 
Фь (x, y) = i L(t, хи — и. Нч, И). 


Функция [п (a... Qn) не является функцией общего вида 
Ín (ars s.a ап) Drm Фр (ак, ава), 
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Специальная структура функции /„ отражает локальный характер интеграль- 
ного функционала. 

67. Примеры. 

1) Краевая задача 


u"+u+t=0, иеЕр 0, 1], 
соответствует экстремальной задаче для функционала 


I (u) = |$ (u°? — 2—2) dt, ие С [0, 1]. 


Уравнение Якоби для функционала К 


К (и) = | (и — и?) а 


имеет вид и” и=0. Решение и, удовлетворяющее условию и (0) =0, равно 
сзшё. Точки, сопряженные к 0, на интервале [0, 1] отсутствуют, поэтому 
функционал К положительно определен. Следовательно, решение краевой 
задачи — точка абсолютного минимума функционала /[. Это решение легко найти 


явно: 
и (t) = (sin 1) sin t — t. 


Если строить последовательность Ритца, отправляясь от системы ({”), TO каж- 
дый элемент последовательности PATHA, удовлетворяющий граничным условиям, 
будет содержать множителем функцию # (1 —#). Поэтому естественно положить 


en (К =(1—В М, n=l. 


После этого вопрос о граничных условиях снимается. Первый элемент после- 
довательности Purua ищем в виде fi =а1е:. Подстановка в функционал / дает 


Íi (а) =1 (ве!) = 3/10a? — 1/64. 


Функция [1 имеет точку абсолютного минимума а’ =5/18. Второй элемент 
последовательности Purua ищем в виде р. =ае, - а›е.. Подстановка в функ- 
ционал / дает 


A (ат, а) =f (але: + a222) = 3/100? + 13/1052 + 3/10818 — 1/6 z= 1/10а5. 


Функция Í> имеет точку абсолютного минимума а“ =71/369, а? =7/41. Итак, 
+ =5/18е1, №» = 71/369е, - 7/41е›. Изложенный пример и нижеприведенная таб- 
лица заимствованы из [4, с. 289]. 


t u ħi fz 


1/4 | 0,044 | 0,052 | 0,044 
1/2 | 0070 | 0069 | 0069 
3/4 |0060 | 0052 | 0,060 


Таблица демонстрирует высокую эффективность обсуждаемого приема. 

2) Вариационные соображения используются в квантовой механике при 
численном теоретическом отыскании энергетических уровней атомов и молекул. 
Одновременно с энергетическими уровнями, которые являются собственными 
значениями оператора энергии, приближенно отыскиваются также собственные 
функции, т. e. квантовые состояния атомов и молекул. Анализ явно решаемых 
частных случаев и физические соображения лежат в основе ряда специальных 
приемов, которые во многих задачах позволяют получать результаты, прекрасно 
совпадающие с экспериментом. В общем плане эти приемы почти не отличаются 
от метода Ритца, разница состоит лишь в том, что элементы последовательно- 
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сти (En) не обязательно являются векторными подпространствами, а представ- 
ляют собой некоторые нелинейные п-мерные поверхности в пространстве Е. 
Нелинейность часто сводится к введению числового параметра в функции (en), 
линейные оболочки которых порождают последовательность (Ей). 

Если учитывать лишь наиболее существенные взаимодействия, то оператор 
энергии Hy системы М электронов, образующих электронную оболочку ней- 


трального атома, оказывается линейным оператором, действующим на такие 
принадлежащие классу C2? элементы \ пространства H ( R^), umou H YEH. 
Чтобы записать этот оператор, сгруппируем, как это уже делалось, коорди- 
наты вектора х из В3^’ по тройкам x= (г., р ry) где г, = КЗ. Вектор г, 
имеет смысл координаты k-ro электрона. В этих обозначениях оператор Hy 
приобретает вид 


1 м N 
(НФ) O= y p OHY _ uDU Dy, 


где А, — оператор Лапласа B R3, действующий на функцию OT fg, а Функция 
U : ВЗМ — К дается формулой 


] n 
U (x) =a 2 ñ (tp— r). 
AA A МАЛА. | 


Функции и, й: R3 — К — потенциалы внешнего поля и парного взаимодействия 


l 


] N . 
4) ттт, п) = | 


Введем квадратичный функционал 
Г ($) = (Hyt, Ф)н. 


Точная нижняя граница этого функционала на множестве функций класса C2, 
для которых фиксирован интеграл (p, p) =l, равна наименьшему собствен- 


ному значению оператора Ha. Это собственное значение имеет смысл наимень- 


шей энергии соответствующей физической системы, соответствующая собствен- 
ная Функция, на которой и достигается точная нижняя граница, описывает 
само состояние системы в квантовой механике. При разных N минимизирую- 
mas последовательность строится различно. При N =l (атом водорода) соб- 
ственные значения и собственные функции оператора H; могут быть построены 
аналитически. Пусть № ==2, что соответствует атому гелия. Элементы TOCNE- 
довательности (е„), с помощью которой строится минимизирующая последова- 
тельность, нумеруются тремя натуральными числами 


— $ 
epim (%) = 2 sk-1¢2l-2ym-1, 
s=|rll+lrl =l Йо u=] rı — Ио |. 


Кроме коэффициентов ар]т Линейной комбинации 


äkim£kim (Œ) 
k&SK, ISL, mM 


из условия минимума должно быть определено также положительное число Œ. 
Техника подобных вычислений развита настолько, что не представляет труда 
провести расчет с очень большим числом варианционных параметров и полу- 
чить, в частности, для наименьшего собственного значения ответ, правильный 
во многих разрядах. Впрочем, в высоких десятичных разрядах начинают 
сказываться погрешности в выборе модели. При желании получить более. 
точные результаты в оператор энергии должны быть введены дополнительные 
члены, учитывающие движение ядра, эффекты теории относительности и 
некоторые более тонкие физические эффекты. 


ГЛАВА IV 
ОБЩАЯ ФОРМА ПЕРВОЙ ВАРИАЦИИ 


$ 1. Функционалы на кривых 
А. ОБЩАЯ ФОРМА ПЕРВОЙ ВАРИАЦИИ 


68. Кривая. В приложениях наряду с функционалами, аргу- 
ментами которых являются функции или вектор-функции, столь 
же часто приходится иметь дело с функционалами, аргументами 
которых являются кривые в пространстве R”, т—2. Так как 
всякой вектор-функции можно сопоставить кривую — график этой 
функции, то переход к функционалам на кривых можно рассма- 
тривать как обобщение прежней задачи. Результаты, которые 
мы нолучим для таких функционалов, не будут, однако, простым 
обобщением ‘уже известных нам, например, из гл. Г. Переход 
к функционалам на кривых приводит к новым точкам зрения и 
позволяет получить существенно новые результаты, в том числе 
и для функционалов на вектор-функциях. 

Напомним определение кривой. Читателю, конечно, известно, 
что идея кривой может быть формализована по-разному. Мы будем 
придерживаться определения, принятого в теории криволинейных 
интегралов. Предварительным является понятие параметризован- 
ной кривой. Параметризованной кривой класса С’, г—=1, в npo- 
странстве ЕЮ” называется вектор-фучкция С:А=[а, 6|-—8В” 
класса С’, производная которой всюду отлична от нуля: С’ (T) Æ 0. 
Две параметризованные кривые 6: А В” и Ц: А, =[а:, 6] > В” 
класса С’ называются эквивалентными, если существует такая 
функция х:А, > А класса С’, что выполняется равенство С =: 
и [шх=А.* Формула Ч =х’.б’.х показывает, что х’ (т) 520, 
теЕЛ., так что x — монотонная функция. Переход от параметри- 
зованной кривой G к параметризованной кривой С, называется 
заменой параметра. Ясно, что множества Im и Ппё, множества 
точек в R”, совпадают для отображений Си Ĝi, которые отлича- 
ются заменой параметра. Совпадают также и множества гранич- 


_* ImF, где F: E — Е — некоторое отображение, обозначает множе‹ тво BHA- 
чений отображения; другой термин — образ отображения F, 
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ных точек: 16 (а), (b) = {5 (a), 6 (5,)!, а также множества 
точек самопересечения, т. €. таких точек из множества [т (= т 61), 
прообразы которых неединственны. 

Кривой (стандартное обозначение — y) класса С’ в В” называ- 
ется класс эквивалентных параметризованных кривых класса С’ 
в В", иными словами — параметризованная кривая, рассматривае- 
мая с точностью до замены параметра. 

Каждой кривой соответствуют определеннсе множество точек 
в В”, множество точек кривой, а также определенное множество 
граничных точек и точек самопересечения. Параметризованная 
кривая по отношению к соответствующей кривой называется ее 
параметризацией. Кривая, не имеющая точек самопересечения, 
называется простой. Если кривая проста, то множество ее точек 
определяет параметризацию (с точностью до эквивалентности) 
Это значит, что простая кривая может быть отождествлена с мно- 
жеством своих точек. Если кривая не проста, множество ее точек 
не позволяет восстановить параметризацию; если выражаться 
несколько нестрого, дополнительно следует указать способы пере- 
хода с ветви на ветвь в точках самопересечения. С каждой точкой 2 
простей кривой 7 (пишем: Z Æ Y) можно связать одномерное под- 
пространство, порожденнсе вектором 5’ (т), где С— такая napa- 
метризация, что Z= С(т). Это подпространство называется KACA- 
тельным к кривой в точке z, а его векторы — касательными век- 
торами K y в точке 2. 

Пусть у—кривая и {х., х.}—ее граничные точки, причем 
х, == х.. Кривая y называется ориентированной, если в множестве 
fxi, Xa} введено упорядочение, при этом первая по порядку точка, 
например х., называется началом кривой, вторая, х›— ее концом. 
Кривая может быть превращена в ориентированную двумя раз- 
ными сниособами. Параметризация 86: A— В" называется согласо- 
ванной с ориентацией, если 8 (а) =х,, (b) =х.. Две эквивалентные 
параметризации Č, и 6, тогда и только тогда согласованы с одной 
и той же ориентацией, когда связывающая их функция х: 6 = bx 
имеет положительную производную. Последнее обстоятельство. поз- 
воляет распространить определение ориентированной кривой на 
общий случай, когда, быть может, х, = X3. 

Дличой кривой у называется положительное число 


d (y) = fa IẸ' (T) | dr, 


где ¢:A— R” — какая-либо параметризация кривой. Длина He 
зависит от выбора параметризации: 


(a 1E) ldr = fa (* (9) x’ (T) | dt = 

=f 15’ (x (1)) Иж’ (1) | dt =$, 1t (0)' do. 
В последнем преобразовании из этой цепочки проведена замена 
переменной интегрирования T — O =х (T). 


167 


В заключение введем понятие отрезка кривой y. Если С: АВ" — 
параметризация кривой 1, то ограничение отображения G на любой 
подынтервал А’ интервала А — параметризованная кривая. Отве- 
чающая ей кривая называется отрезком кривой у. 


Поверхность. Обобщая понятие кривой, введем А-мерную поверхность, 
короче Х-поверхность, класса C7 в Вт, | <= т. Параметризованной k-no- 
верхностью класса С’ в В" назовем вектор-функцию ® :D —> Вт, заданную 
на области D пространства RE, производная Ф’ которой всюду невыирождена. 
Отметим, что в отличие от параметризованной 1-поверхности, которая должна 
задаваться на открытом, может быть бесконечном, интервале, параметризован- 
ная кривая задавалась на конечном замкнутом интервале. На системе даль- 
нейших определений это отличие не сказывается. 

Две параметризованные Е-повгрхности Ф : D — R” n Q: Di — Вт класса С’ 
назовем эквивалентными, если существует отображение K :Dı—>D класса С’, 
обладающее следующими свойствами: 1) Im K=D, К обратимо и Kie Cr, 
2) D =Q- K. Отметим, что при выполнении 1) производная К’ отображения К 
всюду невырождена. | 

№-пов?рхностью М класса С’ в Вт назовем класс эквивалентных параме- 
тривованных Е-поверхностей класса С’ в Вт. 

Всякая параметризованная ^-поверхность, принадлежащая данному классу, 
т. €. Е-поверхности, называется параметризацией поверхности. Каждой k-no- 
верхности М в К” соответствует определенное множество точек в В", мно- 
жестзо точек поверхности М, которое является образом параметризации и 
не зависит от ее выбора. Р-поверхность М назовем простой, если ее napa- 
метризация — обратимое отображение. Простая А-поверхность определяется 
множеством своих точек и, таким образом, может быть отождествлена с этим 
множеством. Пусть М — простая А-поверхность в ВТ и 2 — точка М. Касатель- 
ным подпространством к поверхности М в точке z (обозначение М.) называ- 
ется К-мерное подпространство в КВт, которое является образом Шт Ф’ (&) one- 
ратора Ф’ (Е), где Ф — такая параметризация М, что г=Ф (Е). Так как 
Ф (Е) =Ф’(К (&)) К’(Е) и К’ (&) — невырожденный оператор, это определение 
не зависит от выбора параметризации Ф. 

(т — 1)-поверхность в В? называется гиперповерхностью. Каждой точке z 
простой гиперповерхности можно сопоставить одномерное подпространство 
в Вт, ортогональное к касательному подпространству М,. Всякий ненулевой 
вектор этого подпространства называется вектором нормали к гиперповерх- 
ности М в точке z. 


69. Пространство кривых. На множестве кривых не сущест- 
вует естественной векторной структуры и, тем самым, не сущест- 
вует естественной структуры нормированного пространства. На 
множестве ориентированных кривых можно, однако, ввести есте- 
ственную структуру метрического пространства, причем это мет- 
рическое пространство можно рассматривать как нелинейное мно- 
жество в подходящем нормированном пространстве. Цель будет 
достигнута, если из множества параметризаций данной ориенти- 
рованной кривой выбрать некоторую каноническую, т. €- стандарт- 
ную параметризацию, заданную на определенном интервале, напри- 
мер [9,1]. В таком случае множество ориентированных кривых 
класса С” можно будет рассматривать как подмножество в вектор- 
ном пространстве отображений [0, 1] > В” класса С”. Задавая на 
этом пространстве норму и превращая его в нормированное, одно- 
временно превращаем его подмножество, множество ориентиро- 
ванных кривых, в метрическое пространство. 
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Параметризацию Ё:[09, 1]— В” ориентированной кривой назо- 
вем канонической, если |&’(т)|=и, и-— постоянная, с необходи- 
мостью и > 0. 

Убедимся, что каждая ориентированная кривая обладает един- 
ственной канонической параметризацией. Пусть 6: А- R” — npo- 
извольная параметризация заданной ориентированной кривой. 
Будем искать каноническую параметризацию E в виде &=(.х. 
Функция х должна удовлетворять следующим условиям: 1) х опре- 
делена на интервале [0,1], Imx = [а, b], 2) x (т) >0, 3) |E (м (т)) x 
хх’ (т) | =в. Учитывая, что и >>0, условия 2) и 3) можно заме- 
нить одним условием |G (x (т)) |x (т) =и, которое представляет 
собой дифференциальное уравнение для х. Это уравнение имеет 
очевидный интеграл: 


ja 16 (%) 14х — ut =c. 


Так как функция x—> |> |Ç (x)| dx монотонна, из приведенного 


интеграла можно определить функцию т—х (т). Условие 1) фик- 
сирует параметры: с=0, =d (y). Итак, действительно, каждая 
ориентированная кривая y обладает единственной канонической 
параметризацией, при этом и =d (у). 

Каноническая параметризация имеет простой геометрический 
смысл, который оправдывает ее естественность: параметр т кано- 
нической параметризации Е (т) пропорционален длине отрезка Kpu- 
вой y, параметризованного отображением © — (0), ве 0, т]: 


ut = |; |" (0) | do. 
Обозначим множество ориентированных кривых класса С” 
в В” через Г». Сопоставив каждой кривой y, уе Ги, канони- 
ческую параметризацию & погружаем Г„ в множество вектор- 
функций [0,1]-—> В” класса С”. Задав на вектор-функциях любую 
норму &—|&|, превращаем Г» в метрическое пространство: pac- 
стояние d (Yı, Yə) от кривой Yı до кривой Y, есть 


а (ул, Y2) =8— 61 


Е; — каноническая параметризация y; i=l, 2. В приложениях 
обычно используется пространство С*([0, 1]-> В”). Соответствую- 
щее метрическое пространство, элементами которого являются 
ориентированные кривые класса С? в В”, обозначим С1(Г„). Две 
ориентированные кривые, близкие в пространстве С? (Г„), близки, 
очевидно, и в следующем наглядном смысле: всякая точка одной 
из кривых близка в R” к некоторой точке другой кривой, угол 
между касательными подпространствами в этих двух точках мал, 
начало и конец одной кривой близки к началу и концу другой. 

70. Интегральные функционалы. Интегральный функционал 
на С*(Г„) определяется формулой 


y—> J (7) =\\2(5(®), 9 (1) dr, 
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где F(z, в) гладкая функция на множестве {(2г, №):г, w E 
= R”, ш-=0\, удовлетворяющая условию однородности 


Е (2, №) =F (z, w) |à |, Л5Е0. 


Условию однородности удовлетворяет, например, функция F(z, 
Ш) =|ш|. Если положить F(z, 0) =0, то функция F будет опре- 
делена и непрерывна на R”x R”. В определении функционала 
с — параметризация кривой y (не обязательно согласованная 
с ориентацией). 

Интеграл J (y) не зависит от выбора параметризации кривой 
y, так что определение функционала J корректно. Доказательство 
независимости использует условие однородности и является бук- 
вальным повторением приведенной в п. 68 выкладки, которая 
показывает, что длина кривой не зависит от параметризации. 


Введем интегральный функционал Г на C! ([0,1]-> В”), полагая 
(=: FEO, E (т) adr. 
Справедливо равенство 
7 ($) =. (5), 


где & — каноническая параметризация ориентированной кривой у. 
Отсюда, в частности, следует, что функционал J непрерывен 
на Ci (Tm). Благодаря последней формуле исследование функцио- 
нала J на С1(Г„) может быть погружено в рамки абстрактной’ 
задачи Лагранжа для функционала J на пространстве Ct ([0,1] > 
— R”) наложением связи вида |’ (т) | — |’ (0)|=0. Позднее мы 
воспользуемся этой идеей, которая создает надежную основу для 
экстремальных задач, но постоянно следовать ей не будем, так 
как она вынуждает расематривать только каноническую парамет- 
ризацию, удобную для определения метрики во множестве кри- 
вых, HO не удобную во многих геометрических и формульных 
вопросах. 

Примеры. Всем наложенным выше условиям удовлетворяет 
функция F вида | 


F(z, w) = (А (2) №, ш)**, 


где A (z), г= В”, — гладко зависящий от Z положительный опе- 
ратор в В”. В этом случае 


Л (=, (А (5 (9)) б' (<), 5 (в) зат. (1) 


Если А (2) =[ (2)1, где [— тождественный оператор, а l— глад- 
кая функция на R”, то функционал J сводится к криволиней- 
ному интегралу 


Е Фе =f, а) ds. 


Функционал (1) допускает разнообразные интерпретации. 
Опишем две из них. 
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1) Геометрическая интерпретация. — Рассмотрим 
т-поверхность М в RY. Пусть ®:D —> RY, D c R”, — парамет- 
ризация поверхности М. Параметризованной кривой 6: А-— R”, 
точки которой принадлежат О (короче: параметризованной кри- 
вой & на D), соответствует параметризованная кривая (> =Ф.ё: А — 
RY на М. Преобразование 5->б? порождает  преобразова- 
ние кривой y% на D в кривую y? на М. Произвольная кривая 
на М является кривой вида yP. Положим -J (у) = а (yP). Имеем 


I= h [EPE ydr 
Вычислим — Ф (5 (т)) | | 
пФ) == 
= ©’ E) © 0), D EEDEN = (АСЕ, ©), 


где 


А (2) =Ф”* (2) D’ (2). (2) 
Оператор А (2) положителен. Таким образом, 
J (7) = fa (A E)E (T), 5 (<) а. 


Мы убедились, что функционалом вида (1) является длина 
кривой на параметризованной поверхности. Этот пример является 
универсальным. При очень общих условиях произвольное отобра- 
жение 2-> Å (z2), 2= D, А (2) — положительный оператор в В”, 
может быть представлено в виде (2), rae Ф — некоторое гладкое 
отображение D —> В”. Отображение Ф определяется равенством (2) 
неоднозначно, и поверхности М, связанные с данным функциона- 
лом J, могут очень по-разному располагаться в пространстве RY, 
не говоря уже о том, что размерность № также не определяется 
равенством (2) и может быть выбрана сколь угодно большой. 
Поэтому, хотя при исследовании интегральных функционалов 
вида (1) постоянно используется геометрическая терминология, 
обусловленная возможностью рассматривать значение функцио- 
нала как длину кривой на поверхности, сама поверхность обычно 
не строится и вопрос о ее построении часто даже не обсуждается. 

2) Оптическая интерпретация. /Густь пространство 
R? заполнено неоднородной изотропной средой, в которой может 
распространяться свет. Скорость с распространения света дается 
формулой с (2) = cl! (2), где с, — скорость распространения света 
в пустоте, а [— показатель преломления среды. Время, необхо- 
димое свету, чтобы пробежать со скоростью с вдоль кривой фу, 
дается интегралом` 


T (Y) = ct (5 IE (в) ldt = f, co'l (2) ds, 
с: A — В? — параметризация кривой Y. | 
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В анизотропной среде скорость распространения света с (г, v) 
зависит не только от точки 2, но и от направления v, |9|=1, 
распространения света. В этом случае 


TM= f a hto), Бе d= | FEO, С), 


где F(z, w =c (z, w/w) wl. Функция F имеет в этом примере 
общий вид. 

71. Параметрическая форма интегрального функционала. He- 
трудно дать общий вид функции, удовлетворяющей условию одно- 
родности F(z, №0) =ЕР(2, &)|^|. Запишем вектор из R”, т = 
=] +7, в виде пары векторов г == (2%, Z), Zo ЕВ, Z= (21, ..., Zn) Е 
= В”. Если ше R” и w0, то 


Е (г, и) =Е (z, ищу) =F (2, ww’) |w! =F (z, (1, №") | wol. 


Положим 
(2, 2, м) =Е(2, (1, м)), (3) 
тогда 
Е (z, w) = L (2%, Z, Мо ') | wol. (4) 


Таким образом, Ha аргументах, удовлетворяющих условию 520, 
функция F имеет вид (4). Считая функцию L произвольной, 
получим общий вид F на таких аргументах. Это следует из того 
факта, что правая сторона (4) удовлетворяет условию однород- 
ности при произвольной L: 


L (20, Z, (Àw) (Awo) 1) | Aw] =L (20, 2, wwi') | шо |А|. 


Мы не будем обсуждать вопрос, какие свойства функции L обе- 
спечивают непрерывность функции F при и, =0. 


Пример. Если L (, x, у) =[(Ё, х) (1 + 2) '/2, то F (2, w) =l (29, Z) |w |. 
Интегральному функционалу 
= 5 0, РЯ 


на C! (A > В”) можно сопоставить интегральный = d 
на Ct (Tm), определяя F формулой (4): 


1 = L Eo (T), E), 5 (6T) 6 ® | dr. 


Обратно, интегральному функционалу J на С1(Г„) можно cono- 
ставить интегральный функционал / на C! (А — В”), определяя L 


формулой (3): 
= FE, tO), (1, t(D) dt. 
Так как формулы (3), (4) взаимно-обратны, TO взаимно-обратны 


и преобразования I—>J n J— I. Функционал J называют napa- 
метрической формой функционала l. 
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Сопоставим вектор-функции {: A-> В” кривую y, параметри- 
зованную отображением (т) =(т, 1(т)). Так как С’ (т) = 
= (1, РЁ (т)), то С’ (т) =1, §' (т) =Р (t), поэтому ($) =Г(В, где 
J и Г— функционалы, связь которых описана выше. Если кривая 
y B К” допускает параметризацию вида т-- (т, 1(т)), rae È: АВ”, 
п=т— 1, то условимся говорить, что Y является графиком, NON- 
робнее графиком пары {А, Î}, а саму эту параметризацию (она 
единственна) будем называть {-параметризацией кривой y. Для 
того чтобы кривая y была графиком, необходимо и достаточно 
выполнение условия 

ĉo (т) Æ 0. | (5) 


При выполнении условия (5) f(t) = 5 (65' (1). 

Итак, между графиками y и парами вида {A, Ê} существует 
взаимно-однозначное соответствие, при котором выполняется 
равенство J(y)= [ (Г). указанное соответствие позволяет рассма- 
тривать множество пар вида {Л, Й как подмножество в метри- 
ческом пространстве и тем самым как метрическое пространство. 
Благодаря этому приобретают смысл более общие экстремальные 
задачи для функционала /, чем те, которые изучались в преды- 
дущих главах, а именно экстремальные задачи на множестве 
вектор-функций с различным, не фиксированным интервалом 
определения. Более того, соотношение / ({) = J (y) позволяет pac- 
сматривать экстремальные задачи для функционала / как экстремаль- 
ные задачи для функционала J, заданного на более широком простра- 
нстве, на множестве кривых, и затем ограниченного на открытое 
подмножество, множество графиков. 

Переход от функционала / к функционалу J тесно связан 
с приемом, хорошо известным из теории дифференциальных урав- 
нений. Вместо скалярного уравнения }”’ (И =Е (t, [(1)), в котором 
функция Ё неограничена, бывает полезно перейти к системе урав- 


нений 
ф’ (т) =, (p(T), $ (т)), Y (т) =Р. (ф (т), (1), 


в которых F, и ЕЁ, — ограниченные функции, связанные соотно- 
шением F= F,/Fı. Отображение т-> (ф (т), 1 (т)) определяет кри- 
вую y на плоскости R?. Если ф’ (5) 520, то кривая Y является 
графиком некоторой функции f. Если при этом (ф (т), (t) — 
решение системы, то }— решение первоначального уравнения. 
Может, однако, случиться, что на каком-то множестве произ- 
водная Фф’ равна нулю. На языке первоначального уравнения 
это означает появление особенностей у решения f= yp. gt. Ясно, 
что переход от функции f к паре (ф, $), позволяющий изучать 
особенности решений, — полезный прием. Более того, с точки 
зрения приложений интерес часто представляет именно кривая у, 
а не функция f. Изложенные ссображения сохраняют смысл и 
для уравнения Эйлера. Позднее мы убедимся, что подобное пре- 
образование уравнения Эйлера равносильно описанному выше 
переходу /—>.. 
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Отметим в заключение, что множество пар {A, Ё при фикси- 
рованном интервале A по набору элементов совпадает с Ct (A—> В”). 
Кроме расстояния, порожденного на этом множестве расстоянием 
в С1(Г„), на нем можно рассматривать расстояние, порожденное 
нормой пространства С1 (А — В”). Эти два расстояния различны, 
но тот факт, что {: А-—> В” — точка экстремума, не зависит от 
выбора того или иного из них. Это объясняется тем, что указан- 
ные расстояния эквивалентны на любом множестве пар, дличы 
графиков которых ограничены наперед заданным числом. 

Говорят, что расстояния о: и ро. на метрическом пространстве Е 
эквивалентны, если существуют такие положительные числа и 
и v, что 

up (X, У) = р: (X, У) = Ур» (х, у), X, y EE. 


72. Дифференцирование функционала на пространстве кривых. 
Пространство кривых нелинейно и представляет собой некоторое 
подобие поверхности в множестве отображений [0, 1] — В”. Мы 
не будем развивать систематического дифференциального исчис- 
ления на подобных пространствах и ограничимся вычислением 
производных интегрального функционала вдоль путей специального 
вида — для приложений этого достаточно. 

Путь во множестве кривых обычно задается как путь в мно- 
жестве параметризованных кривых. Предположим, что на неко- 
тором интервале Ô заданы две гладкие, например непрерывно 
дифференцируемые функции, функции QHO, причем а < b. Положим 
А (<) = [а (a), b (œ)]. Пусть далее на множестве D = {(т, œ): теЕЕЛ (а), 
œ = ô} задано отображение ¢ : D ->R”, удовлетворяющее условию 
Ér (T, &)Æ0. Эгим определен путь в множестве ориентированных 
кривых: при фиксированном & отображение С(., œ): А (“) — R” 
является параметризацией некоторой кривой у„. Будем предпо- 
лагать, что отображение 6 принадлежит С1(р — В”), и, кроме 
того, существует непрерывная смешанная производная Čera. Назо- 
BEM соответствующий путь и —> Ya гладким. Ясно, что этот путь 
непрерывен. 

Рассмотрим функцию ф (&) = J (Ya), где Л — интегральный функ- 
ционал на C! (Г), подробнее: 


ф (@) = ши CE @), 5х (т, а) а. 


Прежде чем перейти к вычислению производной функции ф, 
сформулируем вспомогательное предложение. Пусть Л еЕС! (ô), 
причем А >а. Пусть на множестве вида D = {(ъ, œ): t E [а, À (@)], 
и =ô} определена функция p, непрерывная и имеющая непре- 
рывную частную прова по второму аргументу. Рассмотрим 
на Ô функцию 


7@) = Рф (т, æ) ах. 
Лемма. Функция j непрерывно дифференцируема, причем 


Г" (&) =\ (à (æ), a) № (&) -+ va Pa (т, %) ах. 
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Если бы функция j могла рассматриваться как ограничение 
на диагональ © = В заданной в окрестности этой диагонали функ- 
ции двух переменных 


А, 
К (©, В) =\,. (т, В) 4т, 
то утверждение леммы было бы очевидным. Однако функция 


т->ф(т, ©) определена лишь на интервале [а, À (&)] и поэтому 
функция k определена лишь на диагонали. Впрочем, согласно 


‚в|---- pA, 
E A В 


с (В 


определению дифференцируемости функции в граничных точках 
множества функция %ф может быть с сохранением гладкости про- 
должена на открытое множество, содержащее D. При этом функ- 
ция k оказывается заданной в окрестности диагонали, что и при- 
водит к утверждению леммы. На рис. 19 заштриховано MHO- 
жество D, справа показана граница области, на которую можно 
распространить функцию ф. На оси ординат отмечен интервал, 
в котором можно менять переменную %, не выходя из области 
определения распространенной функции ф, содержащей заданную 
точку Во. Вернемся к функции Ф. Из леммы следует, что для 
гладкого пути Ya ф — гладкая функция, причем 


ф ' (&) = lin [(V: Е (6, С»), ba (т, a)) + (Vw Е (5, Ст), bra (T, ©] ат + 
+E (E (6 (<), æ), r (b (2), )) b’ (a) — F (5 (а (@), a), 5х (а (2), œ)) a' (©). 
Если дополнительно предположить, что функция я имеет 


непрерывную частную производную Ĉrr, то стандартное интегри- 
рование по частям даст | 


= (FEC, 9] (©), talt, a) @ + 
-HIE (© 6 @), a), © (6 (@), a) b @) + VFC), tab @), а) - 
— [2 (< (a(a), о), 5, (a (0), да’ ©) + (YuE C»), бы (а (0), а) 
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Воспользуемся формулой ©. = (В (@), a) = a (6 (©), a) +E (b (), a) 6’ (a) 
и аналогичной формулой, а получается при замене 6 на а: 


pæ) = а (Е [5 (с, 9) (©), balt, а)) dr -+ 
HIFO, 0), 56 ©), a) — VoF l), tba, о] + 
HoF (...), = 56 ©, a))} — SIF E (a (0), a), tr (a (а), a) — 
— (VoF (-), 5 @@), DA (HVF C), a taO, в). 


Так как F— функция, однородная по второму аргументу, для 
нее выполняется следующее уравнение (уравнение Эйлера для 
однородной функции): 

| F (z, w) = (УЕ (z, w), w). 
Поэтому 


P (@) = fa (FEl °)] (®),ба (t, а)) dt + 
- (VoF (€ (b (©), a), 5+ (6 (a), а), Zt (b ©), 9) — 
— (YaF Ẹ (ala), а), 5. (а (©, а), < 5 (a (a), а). 


Производные ku (a), м) и ra z 6 (b (a), &) имеют простой reo- 


метрический смысл, OHH а ыы концов кривой Ya 
при изменении Q. 

Левая сторона формулы для ф’ зависит только от пути Yg 
в пространстве кривых. Поэтому правая сторона сохранит свою 
величину, если вычислить ее не на пути (e, &) в множестве napa- 
метризованных кривых, а на любом другом пути С; (+, Œ), KOTO- 
рый порождает тот же самый путь Y& в пространстве кривых. 
Будем называть это свойство формулы для ф’ инвариантностью 
относительно параметризации. 

Общая форма первой вариации. Выразим результат 
в терминах функции L: 


и w) == L (2%, 2, м/о) | wol, Ww Æ 0 
(см. п. 71). Непосредственное дифференцирование дает 
Fa (=. w) a la (Zo, Z, wW/Wo) | Wo l YaF (z, w) = VxL (Zo, Z, WwW/Wo) | Wo 3 
Wo (z, w) а sign Wo [L (Zo, Z, Ww/wWo) A (VL (Zo; Z, w/w), w/woọ)], 
УР (z, w) =sign УГ. (Zo, 2, W/wo). 
Отсюда следует 


Ро [6] = (F [Eo = sign 6 16 — т [L (VoL, 518), 
F [6] = (Е [Е ..-› (F [ea = sign © (6L — -i YL). 


По 


Здесь справа [, =. (5%, &, &'/ 5). 
Предположим, что кривая Ya является графиком. Введем не 


ней {-параметризацию: ¢ (т, &) = (т, Т(т, ©)). Тогда 
Fa (© (т), CO =— Н(т, f, t), VF (6 (т), © (т) = В (т, f, #), 
Ро [6] (5) = (т, 1, ) E Ис, t, t), 
F [9 (1) = L [t] ©. 

Функции Н и р определены в п. 9. Подставляя эти выражения 
в формулу для ф’, получаем 

P'a) = faw (LIE а) (0, felt, a) dt + | 
+ {© Olo, TO, a), tba, a), FERDA e.) ©) — 
- Фа@, taw, a, tlala), a), EEDA (..) a @)}. 
Это соотношение обычно называется общей формой первой вариации. 


Б. ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ КРИВЫЕ 


73. Уравнение Эйлера. Для производной интегрального функ- 
ционала вдоль пути Ya в пространстве кривых в предыдущем раз- 
деле была получена формула 


pæ) = fam (РЕ, wT), вы, а)) @ 
+ (УР C(b (a), a), tlb (a), a), SER) 
— (YaF (С (а), a), tlala), a), SER), 


Если гранизные точки кривых у» не зависят OT Œ, TO 
хе = (ЕСС, а), (т, 9) dr. (6) 


Условимся называть путь Ya вариацией кривой y= Y% Если 
граничные точки кривых Ņo не зависят от Œ, назовем вариацию 
кривой y вариацией с неподвижными концами. Пусть G: A —> R” — 
параметризация кривой у. Примером вариации с неподвижными 
концами служит путь у», порождаемый путем & = Сай во MHO- 
жестве параметризованных кривых, где h : А —> В", h (а) =1 (6) = 
При достаточно малых œ вектор-функция С--ай является napa- 
метризованной кривой. Для подобного пути 


p (0) = fa (FE), 8 (1). = (7) 


Теорема. Равенство ф’ (0) =0 выполняется для любой вариации 
кривой y с неподвижными концами тогда и только тогда, когда 
параметризация 6 кривой y удовлетворяет уравнению ЕЁ [(]=0. 
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Необходимость следует из формулы (7) и леммы Лагранжа, 
достаточность ясна из формулы (6). 

Строго говоря, при доказательстве необходимости следует 
дополнительно предполагать, что кривая Y допускает параметри- 
зацию (, принадлежащую классу C?, т.е. является кривой 
класса C?. 

Инвариантность уравнения ЁЕ[ С] =0 относительно 
замены параметра. Если Ч =б.х, то 


F [5] (1) =| x' (1) |F [6] (x (©). 


Для доказательства заметим, что два NYTH & —>G-+ah и a -—> 
—5 | ай.х во множестве параметризованных кривых отвечают 
одному и тому же пути в пространстве кривых. Поэтому 


$’(0) = fa (F [E] (®), A(T) dt = fa, (F [t] (®), A(x (т))) di. 


Выполним в первом интеграле замену переменной интегрирова- 
HHA т—>1, т=х(1) и сохраним для новой переменной прежнее 
обозначение, тогда 


(a (FE), ht) ix ет =, (Е (0), В (1))) dr. 


Ввиду произвольноети h отсюда и следует объявленная формула. 
Из нее вытекает, что уравнение ЕЁ[(] = 0 характеризует не napa- 
метризацию, а кривую. Будем называть его уравнением Эйлера 
для кривой, а кривую, удовлетворяющую этому иравнению, —- 
экстремалью функционала J. 

Переход от интегрального функционала на вектор-функциях 
к его параметрической форме, интегральному функционалу на 
кривых, можно толковать как замену параметра. Мы видим, 
в частности, что переход к параметрической форме в уравнении 
Эйлера равноеилен получению уравнения Эйлера из параметри- 
ческой формы соответствующего функционала. 

Вырожденность уравнения Эйлера. Структура 
уравнения Р [5] =0 довольно своеобразна. Выше уже было исполь- 
зовано соотношение | 


F(z, и) =(®, У „Е (z, w), 2, шЕ R” 
которое отражает свойство однородности функции F. Продиффе- 
ренцируем это соотношение по W: 


Vef (2, шв) = У.Е (2, ®) Ув (ши, УЕ (2, W) шв. 
Так как 


У (wi, Yar (2; w)) = Vw (Fu (2, w) w) = Yala (2, w) Wi, 
то приходим к равенству 
УЕ» (2, в) ш=0. 


Полученное равенство означает, что оператор У„ЁР. (2, w) выро- 
жден, ранг его матрицы не превосходит п=тр—1 и вектор W 
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является его собственным вектором, отвечающим нулевому соб- 
ственному значению. Возникшее положение принципиально отли- 
чается от того, которое рассматривалось ранее, в предыдущих 
главах, где обычно предполагалось, что оператор УГ. (Е, X, у) 
не вырожден. 

Распишем уравнение Эйлера подробнее: 


Е[]=У.Р (6, С’) — = Va F (t, 2) = 
= VF (5, С’) — УьЕ. (5, C = УЕ (5, TE 0 


Vofo (5, E)E = VF (5, 5) — УьР+ (6, 6) С. 


В силу вырожденности оператора У„Ё. (2, w) это уравнение не 
может быть однозначно решено относительно 5”: оно либо проти- 
воречиво, либо определяет (” кеоднозначно, причем выбор из 
этих возможностей зависит, вообще говоря, от точки (G, С’). Для 
того чтобы уравнение было разрешимо относительно 6”, в силу 
самосопряженности У„Ё„ необходимо и достаточно, чтобы его npa- 
вая сторона была ортогональна всем собственным векторам опе- 
ратора У„ЁР., отвечающим нулевому собственному значению. 
Предположим (и будем считать это предположение выполнен- 
ным всегда при рассмотрении функционала J), что ш—един- 
ственный (с точностью до множителя) собственный вектор опера- 
тора У„Ё. (2, w), отвечающий нулевому собственному значению. 
Итак, следует выяснить, выполняется ли соотношение 


(w, Ver (а, w) — Vaf: (2, w) w) = 


HJIH 


HJIH 
(ш, У.Е (г, &)) = (У.Е. (2, ww, w). 
Продифференцируем уравнение, выражающее однородность F, по z: 
VF (z, w) = У. (W, УР (z, w)) = Vz (Fo (2, w) w) = УР (2, w) w 


H умножим результат скалярно на Ww: 
(w, VF (z, w)) = (w, У. (z, w) w). 


Так как операторы VF w и Vef: взаимно сопряжены, полученное 
равенство в точности совпадает с условием разрешимости урав- 
нения Эйлера относительно б” при произвольных (G, С’). 

Прежде чем продолжать обсуждение уравнения Эйлера, отме- 


тим формулу | 
(F [E] (®), Ẹ (т) =0, (8) 


которая вытекает из предыдущих рассмотрений. Действительно, 
слагаемое в выражении Е[(], не содержащее (”, как только что 
было установлено, ортогонально &’; слагаемое, содержащее С’, 
ортогонально С’ очевидным образом: 


(Cs УшРь (5, E) 6) = (УьРь (6, E)E, 6) =0 
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Ограничим оператор У„ЁР (г, w) на подпространство, ортого- 
нальное вектору W, и обозначим это ограничение В (2, w). Опе, 
ратор В (2, w) обратим и в терминах В-!(г, w) можно найти ©’ 
из уравнения Эйлера: 


E =B (E, ENIF (6, б) VoF (5, 6’) 5] -0 (т). 


Здесь с: А > В — произвольная функция, которую следует считать 
непрерывной, если бе С2?. 

Пример 1. Если F(z, и) =|&|, то 
|w |? ô; — wiw; 
Fow, C T 
В этом случае w — единственный еобственный вектор оператора 
У». отвечающий нулевому собственному значению. Действи- 
тельно, всякий такой вектор h удовлетворяет уравнению 


F (w) h= eD o, 
Зы. 


откуда и следует h=cw, c = К. Уравнение Эйлера имеет в этом 
примере вид 
„IEP r G sl 


и равносильно дифференциальному уравнению 
С (т) =о (т) С (т), 


в котором о — произвольная функция. Нетрудно убедиться, что 
общее решение этого уравнения таково: 


C = UWo + 20, 


Где Wo 0 ЕВ” и и: А-> В произвольны с той оговоркой, что 
и’ (т) ==0. При этом и” =ои’. Для того чтобы & было параметри- 
зованной кривой, следует потребовать также и, == 0. Полученный 
результат означает, что решения уравнения Эйлера — отрезки 


прямых в В”. Прямые в R” нумеруются 2т— 2 числовыми napa- 
метрами. Их можно однозначно выбрать, указав точку, через 
которую проходят. прямая и одномерное касательное подпро- 
странство. 

Аналитическая причина вырожденности уравнения Эйлера — 
однородность функции F, геометрическая причина, которую можно 
считать первопричиной, — произвол в параметризации кривой. 
Положение, с которым мы столкнулись, в том или ином виде 
возникает каждый раз, когда рассматриваются интегральные 
функционалы, аргументами которых являются геометрические 
объекты, но для описания которых используется параметризация 
этих объектов при помощи чисел. Каждый раз уравнение Эйлера 
эквивалентно дифференциальному уравнению, содержащему произ- 
вольные функции. В физике выбор конкретной параметризации 
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геометрического объекта часто называют выбором калибровки, 
а факт независимости функционала от выбора калибровки — кали- 
бровочной инвариантностью. Необходимо отметить, что неодно- 
значность выбора параметризации не всегда сводится к неодно- 
значности выбора параметров на кривой или поверхности (в конеч- 
номерном пространстве), для других геометрических объектов она 
может иметь существенно иную природу. К числу таких более 
сложных теорий, для которых характерна калибровочная инва- 
риантность, относится, в частности, электродинамика Максвелла, 
рассмотренная выше в п. 50 как пример лагранжевой системы. 


Пример 2. Пусть L (f, x, у) =|у|-с (x). Оператор VL, (X, у) имеет един- 
ственный собственный вектор у с нулевым собственным значением. Уравнение 
Эйлера 

Г’ 
ТТ С (È) 


№ =. 


непротиворечиво тогда и только тогда, когда (Ё, VC M= o (1) =0. В этом 


случае оно приводится к виду 


n 
re Or, 
где о — произвольная функция. Полученное уравнение должно рассматриваться 
совместно с условием (f, Ухс ({)) =0, которое показывает, что точки #(Ё должны 
лежать на некоторой поверхности М cœ? Определ яемой в R” уравнением с (х) = 
= Co Со — постоянная. Если какая-либо точка f (fọ) лежит на поверхности М, 
то выбором функции O можно добиться того, что и все точки { (Г) лежат на М P 


Мы видим, что характер вырождения уравнения Эйлера в этом примере 
сильно отличается от характера вырождения уравнения Эйлера в случае функ- 
ционала на кривых 

$ 74. Выбор параметризации. В последующих пунктах пара- 
графа будет предполагаться в дополнение к прежним условиям 
на функцию F, что F(z, и) 20 при w0. Если т—2, из этого 
предположения следует, что функция F(z, w) при w =20 сохра- 
HAET знак. Условимся для определенности, что F(z, в) >0. 

Вырожденностью уравнения Эйлера можно воспользоваться, 
чтобы наложить подходящее условие на параметризацию. После 
этого уравнение Эйлера превращается в обычную систему т урав- 
нений второго порядка. 

Пусть Fi: В" ХВ” — В — любая функция, удовлетворяющая 
условиям, которые налагались выше на функцию F, в том числе 
условиям однородности и положительности: F(z, &) >0 при 
ши ==0. Всегда найдется параметризация 6, удовлетворяющая 


условию | 
Е: (6 (т), Ẹ (т)) =p, 


u — заданная положительная постоянная. Если в, — произвольная 
параметризация кривой *\, то параметризация Č имеет вид 6 = 
== p° X, где X удовлетворяет дифференциальному уравнению 


Fi (бо (х (т)), $o (х (т))) x (т) == в 
18) 


(знак совпадает со знаком х’), имеющему первый интеграл 
СА, (o (x), & (%)) ак Fut =c. 
Отсюда функция х определяется с некоторым произволом: % (T) = 
= X (Œ (т —а)),. где xo — какое-либо фиксированное решение урав- 
нения, а число а и знак перед аргументом произвольны. Если 
требовать лишь постоянства РЁ, (6, С’), не фиксируя значение u, 
то функция х определяется с большим произволом: х (т) = 
= Xo (А (т —а)), где Л и а произвольны, Л Æ 0. 
Соотношение Р’ (5 (т), С’ (т)) =u, в котором u не фиксировано, 
эквивалентно дифференциальному уравнению 


в = (VF E, ©), ©) (Ч, ©, 8), ©) =0. 


Система 
d À 
Е [6] =0, 21 (6, 6) =0 


может быть однозначно решена относительно се [=E бы 
таким образом, представляет собой ‘систему т дифференциаль- 
ных уравнений второго порядка относительно 6. Чтобы убедиться 
в этом, запишем ее явно: 
ma E, 6) + VoF: (E, E)E — VF G, o 
(УЕ; (5, Eh OFA 6), 5) 
=А(5, t) —at, #)=0. 


У» (2, w)h 
(YaF (г, w), M! 


Здесь 
А (z, и) й= 


А (2, &) — оператор В” — В”""; 
Var (2, ш) — УР. (2, №) P) 
— (VF; (2, w), w) | 


a(z, &) —вектор из В ". Ясно, что вторая координата вектора 
А (z, w)h произвольна, поэтому множество значений оператора 


А (z, w) есть т-мерное подпространство в В”". Следовательно, 
отображение А (z, w) обратимо; обозначим обратный оператор 
А-! (2, w). Вектор a(z, w) принадлежит множеству значений One- 
ратора A(z, w). Поэтому система эквивалентна уравнению 


С (И =Ф (5 (0, E (0), 


в котором Ф (z, w) = A~! (z, w)a (z, w). 

Если в этих построениях F= F, то система оказывается экви- 
валентной уравнению Эйлера для некоторого простого интеграль- 
ного функционала. Присоединим к уравнению Ё[(]=0 условие 
Е (С (т), С (т)) =u. Если учесть, что при постоянной F (5 (<), 5'(®)) 


(F> [$] = 22 (5, 5) F [}, 


а (2, w= 


т-1 
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то станет очевидным, что всякая экстремаль допускает парамет- 
ризацию Č, которая удовлетворяет уравнению 


(2?) [6] =0. 


Обратно, пусть (2?) [С] =0. Согласно п. 9 это уравнение имеет 
следующий первый интеграл: F?— 2F (w, Vef). В силу однород- 
ности (W, У,Р)=Ё, поэтому первым интегралом будет функция 
F? — 222 = — F?, и следовательно, функция F. Отсюда вытекает, 
что решения уравнения (Р?) [<] =0 являются и решениями урав- 
нения Ё[С]=0. 

Отметим ELE, что всякое постоянное отображение G, очевидно, 
является решением уравнения (Ё?)[(]=0. Оно характеризуется 
условием Р (5 (т), C (т)) =0 i 

Итак, доказана 

Теорема. Множество всех решений уравнений (Е?) [(]=0 coe- 
падает с множеством таких решений уравнения Е ]=0, на 
которых функция Е (5 (т), С’ (х)) постоянна. 

Иначе: множество всех решений уравнения (Е?) [(] =0 совпадает 


v d 
с множеством решений системы: F [G] = 0, aT Е 6) = 0. 
Иначе: множество всех экстремалей функционала 


РС Са 


совпадает с множеством экстремалей функционала 
(АЕ (5 (<), 5' (®)) ат, 


на которых функция Е (6 (т), С’ (т)) постоянна. 

За исключением тривиального (постоянного) решения уравне: 
ния (Ё?)[С] =0 являются параметризациями экстремалей функ- 
ционала и притом всех. Это, конечно, не произвольные парамет- 
ризации. Параметризации, эквивалентные какой-либо параметри- 
зации б и удовлетворяющие уравнению (Ё?)[(]=0, имеют вид 
Сла (т) = 6 (À (т —а)), где ЛлаеВ A0. Множество решений 
уравнения (F?)[b]=0 нумеруется, например, данными Коши 

0) = 2, С’ (0) = wo. 


Условие и, =>20 выделяет из множества решений параметризо- 
ванные кривые. Сопоставляя сказанное, можно утверждать, что 
множество экстремалей функционала является 2т — 2 параметри- 


ческим множеством кривых в R”. 

Существует экстремаль, проходящая через заданную точку и 
имеющая в ней заданное касательное подпространство. Она выде- 
ляется этими условиями однозначно. Параметризацией G искомой 
экстремали является решение указанной выше задачи Коши, где 
2, — заданная точка, а Wo, Wo Æ Q, — какой-либо касательный BEK- 
тор. Пусть С — произвольная, удовлетворяющая уравнению 
(Е?) [5] =0, параметризация экстремали, проходящей через точку Zo 
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и имеющей в ней заданное касательное подпространство. Тогда 
при некоторых аи À, A0, 


С (4) =2, (а) = №5. 


В силу теоремы единственности для задачи Коши $9 =6, а. Но & 
и n,a являются параметризациями одной и той же экстремали. 
Пример. Если F(z, в) =(А (z) w, w)’, то 


(=A ОЕ 


№, tl 


ыы Ai (É) ту т р 
-2 Yr a Oyu" AON. 


Уравнение (F?)[b]=0 можно решить относительно (": 


=F r au, 


где 


p 1 т (4-1 = ðA; = 
lagha k — Бы — бы )- 


Условие (A(t), С)=и?, если рассматривать соответствующий 
функционал как длину кривой на параметризованной поверхности, 
означает, что параметр пропорционален длине кривой. 

Замечание. У нас встретились два условия на параметриза- 
цию: |б|=ии Р(5, С) =и. Первое из них было использовано 
для того, чтобы ввести в множестве кривых структуру метриче- 
ского пространства, второе позволило перейти от вырожденной 
системы к обычной. Не входя в подробности, отметим, что любое 
условие вида РЁ, (5, С’) =в может быть использовано для обеих 
целей с равным, в принципе, успехом. Параметризация, удовлет- 
воряющая такому условию, может быть использована для погру- 
жения множества ориентированных кривых в множество вектор- 
функций [0, 1| > В” и тем самым для превращения множества 
кривых в метрическое пространство. Множество вектор-функций 
будет при этом зависеть от вида F, будет зависеть от F; и pac- 
стояние между кривыми, порожденное той или иной нормой на 
множестве вектор-функций, однако различные способы введения 
такого расстояния эквивалентны на множестве кривых, длины 
которых ограничены наперед заданным числом. Кроме того, при- 
соединение условия Р, (5, С’) =ц к уравнению Ё[5]=0 приводит, 
как и в частном случае Ё, =А, к невырожденной системе. 

75. Трансверсальность. Пусть путь Ya является вариацией 
экстремали y, тогда 


p'O) = (VF EO), © (6), = ©), 9) |, 
— (ьЁ Ea), Ea), ва @, 9) | 
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Рассмотрим вклад в производную ф ' (0) одной из граничных точек 
кривой y, например ее начала: 


pa (0) = (VoF (5 (a), 8 (а), $ tlala), a) lao: 


Для выполнения равенства фо (0) =0 необходимо и достаточно, 

а Е | 

чтобы скорость С (a (a), œ) p начальной точки С (а (*), œ) кри- 
(== 


вой Ya при изменении Q в точке © =Q была ортогональна вектору 
VoF (5 (а), С’ (а)). Аналогичное предложение имеет место по OTHO- 
шению к концу экстремали у. 

Отображение (z, в) > УЕ (г, w) р. следующим свойст- 
вом однородности: 


УЕ (2, Aw) = VoF (2, и) при ^>0. 


Таким образом, вектор У„Р (2, w) вполне определяется точкой 2 
H а вектора w. Это значит, что вектор У.Е (5 (т), 
С’ (т)}, где С— параметризованная кривая, не зависит от парамет- 
ризации, а определяется лишь точкой кривой и направлением 
касательной в ней. Так как вектор У„Р (2, в) ==0 при w0, 
то множество ортогональных к нему векторов образует (т — 1)-мер- 
ное подпространство в В”. Это подпространство, если г — точка 
экстремали у, а ш— касательный вектор к ней в Z, называется 
трансверсальным к экстремали y в точке z. 

Пусть М — гиперповерхность в В”. Если экстремаль у nepe- 
секает М и касательное подпространство к М в точке пересече- 
ния является трансверсальным к экстремали, то говорят, что 
экстремаль ‘у пересекает гиперповерхность M трансверсально. 
Иначе говоря, экстремаль \› пересекает гиперповерхность М транс- 
версально, если в точке пересечения z вектор УЕ (z, w), ш-— eek- 
тор касательной к y, является вектором нормали к М. Пусть 
гиперповерхность М задана уравнением С (2) =0, где а: В" В. 
Тогда предыдущее условие выражается равенством 


УР (2, №) =АУС (2) или Folz, = № (2), 


где Л, — какое-либо число. 
Пример. Пусть F(z, &) =(А (2) &, &)"*, тогда 


Yar [= Е 

(А (2) w, w)" 
Множество векторов х, ортогональных к У„Ё (2, w), характери- 
зуется соотношением (А (2) и, х) =0: Если A =t), то это соотно- 
шение превращается в условие ортогональности (w, х) =0. В этом 
случае подпространство, трансверсальное к экстремали в точке 2, 
ортогонально к экстремали в этой точке, т. е. ортогонально 
к вектору касательной в этой точке. Условие трансверсального 
пересечения имеет соответственно вид 


А (2) м =ЛУС (2) и w=AVG (2). 
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{-параметризация. Если кривая y — график, то уравнение 
Эйлера Е[(]=0 для нее сводится к уравнению Е[(] =0. Дейст- 
вительно, соотношение 


(F [E], ©) = Fo [$] 6 + (F [6], 6) =0 


‚ благодаря условию 520 означает, что, F [6] =0, если Е [6] =0. 
Если на y введена {-параметризация, то 


F=, 


поэтому уравнение Е [5] =0 равносильно уравнению LẹĐf]=0. 

Пусть экстремаль Y в окрестности точки Z= (1, x) пересече- 
ния с простой гиперповерхностью М является графиком. Тогда y 
пересекает М трансверсально, если вектор (— Н (t,f, "ji p(t i, f’)) 
является вектором нормали к М в точке пересечения. 

Экстремальные задачи. Интегральный функционал 
y->d(y), d(y)— длина кривой, рассматриваемый на всем прост- 
ранстве (1(Г„), не имеет точек экстремума: сколь угодно малая 
окрестность любой кривой у содержит отрезок — кривую, длина 
которой меньше, чем длина Y, и сама может рассматриваться как 
отрезок лежащей в этой же окрестности кривой, длина которой 
больше, чем длина у. Это рассуждение легко переносится на про- 
извольный интегральный функционал J на C! (Tm), который также 
не имеет на пространстве С1(Г„) ни одной точки экстремума. 
Содержательные экстремальные задачи в пространстве С1 (Ги) — 
` задачи на условный экстремум. Простейшие условия — это условия 
на граничные точки: обычно предполагается, что начала кривых 
лежат на некотором заданном множестве М; в R”, а концы — 
на другом множестве M.. Множества М, и М, могут быть npo- 
извольными множествами в R”, но в приложениях к физике и 
гесметрии М, и М. обычно либо сводятся к точкам ху, X2, X1 Æ Xo, 
либо являются К-поверхностями, |< Е < т— 1, чаще всего гипер- 
поверхностями. Если функционал — длина кривой, то задача 
состоит в отыскании таких пар точек х, и Xa хм E Mi, х.=М., 
расстояния между которыми минимальны; легко представить себе 
и такие случаи, когда возникают относительные минимумы. 

Во всех случаях, когда дополнительные условия состоят в том, 
что граничные точки должны располагаться на заданных множе-. 
ствах, точки экстремума функционала - обязательно являются 
экстремалями. 

Действительно, если у — точка условного экстремума функцио- 
нала J, а у. —ее вариация с неподвижными концами, то YHK- 
ция ф (©) = J (Ya) также имеет в нуле точку экстремума. Гоэтому 
ф’ (0) =0, и ввиду произвольности вариации кривая Y удовлетво- 
paer уравнению Эйлера. Равенство ф’ (0) =0 должно выполняться 
не только для вариации с неподвижными концами, что приводит 
к некоторым необходимым условиям в граничных точках кривой у, 
к граничным условиям для уравнения Эйлера. Ясно при этом, 
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что условия в начале и в конце кривой y не зависят друг от друга. 
Если множество М, сводится к точке х!, то граничное условие 
на М, в том и состоит, что начало кривой — точка xı. Если оба 
множества М: и M, сводятся к точкам X4 H Xə, то экстремум 
функционалу J может сообщать лишь экстремаль, начало KOTO- 
рой х, а конец X, Рассматривая экстремали, проходящие 
через х!, подбором касательного подпространства в этой точке 
можно в типичном случае найти единственную экстремаль, конец 
которой — точка X, Для функционала у—а(у) эта экстремаль 
есть отрезок прямой между точками х, и х.. 

Найдем вид граничных условий для случая, когда М, — npo- 
стая гиперповерхность. Пусть & — и (%) = М, < R” — гладкий путь 
на M, причем и (0) =х, — начало экстремали Y, точки экстремума 
функционалу J. Пусть б:[а, 6] — В” — параметризация y. Введем 
гладкую функцию 0: [а, 6] > В, равную 1 вблизи а и 0 вблизи D. 
Рассмотрим вариацию @ — а кривой Y, заданную при достаточно 
малых & параметризацией | 


®—0 (т) 0 (т) [и (&) — x] 
на интервале А. Так как уу — экстремаль, то 


g” (0) = — (УР (x1, 5 (a)), u” (0)). 


Точка 0 — точка экстремума функции ф, поэтому ф’ (0) =0. Ввиду 
произвольности и вектор и’ (0) — произвольный касательный к М, 
в точке х, вектор. Следовательно, экстремаль y пересекает гипер- 
поверхность М, трансверсально. 

Итак, если граничная точка кривой в задаче на условный экст- 
ремум должна находиться на гиперповерхности, то точка экстре- 
мума, экстремаль функционала, в этой граничной точке должна 
пересекать гиперповерхность трансверсально. 

Легко сообразить, что в типичном случае это условие, постав- 
ленное в обеих граничных точках или рассматриваемое совместно 
с условием, фиксирующим другую граничную точку, выделяет 
экстремаль однозначно. 

$ 76. Связь с задачей Лагранжа. В предыдущем разделе отме- 
чалось, что задача об отыскании точек экстремума функционала / 
в пространстве кривых может рассматриваться как задача Лаг- 


panxa для функционала J в пространстве вектор-функций [0, 1]—> 
-> R” при дополнительной связи @ =0, где отображение G дается 


формулой 
(9 (9 =16 (9) 1-15 (0) 1. (9) 


К этой связи следует, конечно, присоединить условия для гра- 
ничных точек ((0) и 6(1). Подобное положение сохраняется и 
при замене отображения (9) более общим отображением G: | 


G (©) ® =F, EC), #(@))- F (60), © (0). (9). 
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Такая связь не влияет на уравнение Эйлера F[b]=0 и прояв- 
ляется лишь в том, что среди множества его решений следует 
выделить решение с нужной параметризацией. Мы не рассматри- 
ваем связь вида |С’(т)|=и или Р, (6 (т), © (t) =u, u фиксиро- 
вано, так как при заданном интервале параметризации такая 
связь не сводится лишь к выбору параметризации. В частности, 
связь |5’ (т) |=и на интервале |0, 1] означает, что задана длина 
кривой: 4 (у) =и. Наложение подобной связи влияет на вид урав- 
нения. 

Кратко поясним высказанные положения. Построения, которые были 
использованы при рассмотрении задачи Лагранжа в $2 гл. II, показывают, 


что точка экстремума & функционала /, удовлетворяющая условию (9) и 
каким-либо обычным условиям на граничные точки, аннулирует при h = 
= C; ([0, 1] — В”) вариацию 6/ „ (5; h) функционала вида 


= АЕ, © ФА ® (Е, © ©, © O F © 0), 5 (0) = 
= |a Fa (т, 5 (©), 5’ (т)) ат — Р (6 (0), ©" (0)) fa À (T) ат. 
Здесь ^— некоторая функция А-> В класса Ct, а РА (т, г, w)=F (z, и) + 
-- А (т) Е, (2, w). Хотя функционал Jy не является, строго говоря, интеграль- 


ным, найти его вариацию не составляет труда: при G & C? и h = С! 
ô Ja G; = А (Fa [61 (®), № (т)) dt (у Вл (6 ©), h) la — 
— Ку: Р (6 (0), © (0), h (0))- (уч F1 (6 (0), © (0), h’ (0))] (a A (т) ат = 
= |a (Fx [9] (T); h (1)) dt — (ув Fa (6 (0), &' (0)), №! (0)) \ д A (T) а. 


Если функция h финитна, то равенство Ô J, (5; h)=0 равносильно уравн:нию 
Эйлера F, [С] =0. С учетом уравнения Эйлера 


J (©) =— (VoF: (© (0), &' (0)), №" (0)) fa A (T) ат =. 
Полагая Й’ (0) =’ (0), получаем 
(«Ра (5 (0), 5" (0)), h’ (0)) fa A (£) dt =F (6 (0), $ (0)) {д A (1) 4 =0, 

откуда следует ААА (<) ат =0. Перепишем уравнение Эйлера подробнее: 

Ех [= Р-НА: [6] — М VoF: (6, E) =0. 
При каждом T умножим это соотношение скалярно на (’ (т). В силу (8) 
получим | 

—^№' (5, УшЁ1 (5; 5)) =— МР, (6, 5) =0, 


так что /’=0. Вместе с условием м À (т) dt =0 эго означает, что А=0. 
Поэтому Е 
Ja О=\ FE t)ar. 


Тем самым, наложение связи (9), действительно, не влияет ни на вид уравне- 
ния Эйлера, ни на вид граничных условий. 
Возможность погружения экстремальных задач для функцио- 


нала J в рамки задачи Лагранжа для функционала J ценна тем, 
что она автоматически дает аппарат для экстремальных задач на 
множестве кривых при наложении дополнительных связей, напри- 
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мер связи Ф (6 (т)) = 0, где Ф — заданная функция на В”. Teo- 
метрически речь идет о кривых, лежащих на множестве М, точки 
которого определяются уравнением Ф (2) =0. Будем предполагать, 
что отображение Ф’ (2) всюду невырождено, так что Ф — парамет- 
ризованная гиперповерхность. Полностью задача ставится так: 
найти точки экстремума фучкционала J в пространстве С*(Г„), 
ограниченного на множество кривых, точки которых лежат на М, 
а граничные точки, например, фиксированы (также на М). Постав- 
ленная задача эквивалентна задаче отыскания точек экстремума 
функционала J на пространстве С1([0,1]— В”), ограниченного 
на множество отображений б, удовлетворяющих условиям 


5(0=ж, 5(=х», Ф.5=0, 
IE (91-16 (0)|=0, те [0,1]. 


Последнее условие, ограничивающее лишь параметризацию, 
по-прежнему не повлияет на уравнение Эйлера, которое будет, 
таким образом, иметь вид 


| РЯ -+Ф’-5=0, (10) 
где ЛЕС [0,1]. 
Пример 1. Пусть F(z, и) = ||, тогда уравнение (10) имеет вид 


СЕ (5, EN HAIG PYE (9) =0. 


Из уравнения связи |С’|= или (5’, С’) =u? следует (5’, С’) =0, 
поэтому б”’= ЛМ УФ (6), где à, = — p’. Из дифференциальной reo- 
метрии известно, что вектор б” направлен по нормали к кривой 
у. Поэтому уравнение 5” = УФ ($) имеет простой геометрический 
смысл: оно утверждает, что нормаль к кривой А является нор- 
малью к гиперповерхности М. 

В таком же плане могут быть рассмотрены и изопериметри- 
ческие задачи. 


Пример 2. Классическая изопериметрическая задача: найти простую замкну- 
тую кривую на плоскости, имеющую заданную длину и ограничивающую мак- 
симальную площадь. | 

Будем рассматривать лишь кривые класса Ct. Кривая называется замкну- 
той, если ее параметризация 6: [а, b] — R” обладает следующими свойствами: 
С (a)=¢ (b), С’ (а) =0 (b) (если какая-нибудь параметризация обладает этими 
свойствами, ими обладает и произвольная). Для замкнутой кривой определение 
простоты нуждается в видоизменении: замкнутая кривая называется простой, 
если ее параметризация обладает свойством Ç (T1) zÆ & (Ta) при т, Æ To Ti, То Е 
= [а, b). 

Площадь, ограниченная простой замкнутой кривой ‘у на плоскости R2, 
равна абсолютной величине интеграла 


(= 12 (6-Е) ат. 
Задача, таким образом, сводится к отысканию точек экстремума функционала 
J в пространстве Ct (Г.) при условиях: 
1) G (y) = я 45 =l, [>> 0 задано, 
2) С (а)=0(5), 3) &' (а) =( (b), 4) кривая y проста. Решение y задачи 


должно аннулировать Q’ (0), где ф (œ) =(Л-Н ЛО) (фа), а ^— некоторое число и 
Ya — удовлетворяющая условиям 2) —4) вариация y. Отсюда очевидно, что 
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'у— экстремаль функционала / -- АС. Уравнение Эйлера для функционала J -- АС 


имеет вид 
p: Ee pe / n Lali зе. S у , n 


Ясно, что À 0, иначе у — отрезок прямой. 


Наложим условие | ь [=u на параметризацию. Тогда (&”, С") =0 и, сле. 
довательно, уравнение Эйлера принимает вид 


= — 5155, Abs =l E [ 1. 


Условие |5’ |= означает, что существует такая гладкая функция ф : [а, 6] 
— R, что - 
и = и sinp, 5 =p cos Q. 


Уравнение Эйлера дает ф’= А 1. Отсюда 
C1 (T) = А cos pÀ На, a (т) =А зи и - В, 


а и В произвольны. Таким образом, Y обязательно является дугой окружности 
радиуса |^|, точка (œ, В) —ее центр. Условие 2) означает, что b — a = 2nnu h, 
п — целое, при этом условие 3) выполнено автоматически. Условие 4) приводит 
K | n|=1, так что у— окружность. Условие 1), наконец, gaer 2ли == l. 

Итак, решение задачи может быть лишь окружностью радиуса (2л)-1 L. 
Центр окружности может быть произвольной точкой плоскости. Читатель, 
конечно, знаком с элементарными рассуждениями, использующими специфику 
задачи, которые показывают, что подобная окружность — действительно реше- 
ние задачи. Эти рассуждения при желании нетрудно перевести на язык, KOTO- 
рым мы здесь пользуемся. 

77. Примеры. 

1) Геодезические. Экстремали функционала 


(= (АО, ea (11) 


называют геодезическими. Позднее мы убедимся, что геодезические достаточно 
малой длины сообщают абсолютный минимум функционалу У на множестве 
всех кривых с заданными граничными точками. Напомним, что J (Y) можно 
рассматривать как длину кривой y% на параметризованной поверхности в про- 


странстве R. Таким образом, достаточно короткие отрезки геодезических 
являются кратчайшими кривыми на такой поверхности. Геодезические, пара- 
метризованные пропорционально длине кривой на поверхности так, что 
(A(G), С(’)= 2, удовлетворяют уравнению (РЁ?) [&] =0 или (см. п. 74) 


р И OG i 


В предыдущем пункте было показано, что геодезические на гиперповерх- 
ности в ВТ характеризуются тем, что вектор нормали в каждой точке геоде- 
зической параллелен нормали к поверхности. 

2) Принцип Ферма. Функционал (11) дает также время, нужное свету, 
чтобы пробежать вдоль кривой Y в среде, в которой скорость распространения 

света с в точке 2 дается формулой 


e= (2), Аз) 5 (8). 


Относящийся к геометрической оптике принцип Ферма утверждает, что из 
точки источника х в точку наблюдения хо свет распространяется вдоль экстре- 
мали Y функционала J. Иначе говоря, лучи суть экстремали функционала J. 
Более специальный вариант принципа Ферма, верный для достаточно коротких 
лучей, утверждает, что свет распространяется из точки Xı в точку Xg за 
кратчайшее время. 
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3) Принцип Якоби. Рассмотрим на В® натуральную механическую 
систему с функцией Лагранжа L:L(t, x, и)=Т(х, v)—V (x), T(x, 9) = 


{ 
ета (х)о, vj]. Согласно принципу Гамильтона, система движется по экстре- 


малям функционала действия 
Sa (f) = \А L(t, Е(Ё), Р (t)) dt. 


Пусть E œ R. Рассмотрим в R™ множество Dp точек г, удовлетворяющих 
условию E >U (z). Зададим на Dg X R” функцию 


(z, w)—> Fp (2, w) =2 V E—U (2) VT (z, w). 


Она обладает всеми свойствами подынтегральной функции B интегральном 
функционале на кривых в Вт. Поэтому на кривых, множество точек KOTO- 
рых лежит в Dp, определен функционал 


Sg (7) = |a Fg ($, ©’) ат, 


где с — произвольная параметризация кривой %. 
Причцип Якоби утверждает, что кривые, по которым движется рассмат- 
риваемая механическая система, — это экстремали функционала Sp. 


Более точно: экстремаль функционала Sp допускает такую параметриза- 
цию Î, которая является экстремалью функционала Sp, при этом 


T(t, РИ (=Е; (12) 


обратно: всякая экстремаль { функционала $) является параметризацией 
экстремали Y функционала Sp, где Е дается соотношением (12). 

Поясним, что T -+U — интеграл уравнения Эйлера для функционала $, 
так что на экстремали f функционала Sa функция T (f, Г) О (È) постоянна. 
Соотношение (12) как раз и является тем условием на параметризацию, кото- 
рая позволяет установить связь между экстремалями функционалов Sa и SE. 
Это условие можно записать так, что оно примет более стандартный характер. 
Введем с этой целью на D X В” функцию | 


T (2, w) 
z, w)—=> F Zz, W) = -a mmr 
(z, w)—> F p (2, w) V iÉ 
Она, как и Fp, обладает всеми свойствами подынтегральной функции в интег- 


ральном функционале на кривых. Соотношение (12) можно записать как сле- 
é f 
дующее условие на параметризацию РЁ, р; (5, 6 )=1. | 
Значение принципа Якоби состоит в том, что он позволяет определять 
кривые, по которым происходит движение, т. e. позволяет определять движе- 
ние с точностью 0o параметризации. Следует отметить, что функционал $ д 


имеет такой же вид, как и функционалы, с которыми мы имели дело в двух 
предыдущих примерах: 


(А: (2) в, w, где A (= VEUC) A (2). 


Таким образом, вариационные принципы устанавливают математическую 
эквивалентность задач очень разной природы, физической и геометрической. Один 
и тот же аппарат описывает геодезические, лучи света и кривые, по которым 
движутся механические системы в конфигурационном пространстве. 

Докажем принцип Якоби. Экстремали функционала Sp удовлетворяют 


уравнению 


IT, t U ИРИ i—i Ра ОТ, © 0 =0. 
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Если {— параметризация, удовлетворяющая условию (12), то отсюда следует 
уравнение Эйлера L [| =0. Так как всякое решение уравнения L [| =0 удов- 
летворяет условию (12), это рассуждение допускает обращение. 


В. НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 
ОБЩЕЙ ФОРМЫ ПЕРВОЙ ВАРИАЦИИ 


78. Инвариантность уравнения Эйлера. Рассмотрим вопрос 
о замене переменных в уравнении Ё[С] =0. Пусть задано гладкое 
отображение Т:В”"— R”, производная которого всюду невы- 
рождена. Подобные отображения будут называться в дальнейшем 
преобразованиями пространства В”. Параметризованной кривой 
С: А-> R” сопоставим параметризованную кривую GT =Т.&: А-— 
— В”. Если Си (— эквивалентные параметризованные кривые 
С, = ex, то и СТ, (G)? — также эквивалентные параметризованные 
кривые. Поэтому преобразование T сопоставляют каждой кри- 
вой Y новую кривую \Г: если у параметризована отображением 6, 
то %7 параметризована отображением СТ. 

Примеры. 1) Пусть Т (2) =2- 2, 2, Е R” — фиксированный 
вектор. Тогда СТ (1) = 5 (т) -- 2o Множество точек кривой %7 no- 
лучается из множества точек кривой % «сдвигом» на вектор Zo. 

2) Пусть А — обратимый оператор в R” и Т(2)=А2г. Тогда 
СТ (т) = АЕ (т). Множество точек кривой y7 получается из множе- 
ства точек кривой у применением к последним оператора А. 

Пусть /— интегральный функционал на множестве кривых 


в В”. Рассмотрим функционал J’: 


J =J”), 
или подробнее 


J =i ЕС), t” a ж= F (6), ©), 
где 
Е" (z, и) = ЕСТ (2), Т’ (2) w). 


Пути Ya во множестве кривых отвечает путь (y ,) =y]. Pac- 


смотрим функцию | 
ф (œ) = J (V7). 


Для нее справедливо и другое представление 


Предположим, что 7. — вариация кривой Y с неподвижными rpa- 
ничными точками. Тогда y? — вариация кривой y” с неподвиж- 
ными граничными точками. Воспользуемся формулой (6) для про- 
изводной функции ф: 


e (0) =, (Е [57] («), СТ (т, а)) ‚4, (14) 
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здесь СТ (., œ) — параметризация %7. Представление (13) дает для 
ф<’ (0) другое выражение: 


p (0) =}, (Е [8] (®), 6 (т, а)) | ат, (15) 
здесь С(-, а) — параметризация у». Формула 
С, (т, 9) =T" (5 (т, 9)) бы (т, 9) 
позволяет привести (14) к виду 
Ф' (0) = fa (F [57] (®), T’ (6 (9) ba(t, 0)) dt = 
= (a (Т”* (5 (®)) Е [57] (©), би (т, 0)) dr. (16) 


Сравнивая соотношения (15) и (16) и ссылаясь на лемму Лаг- 
ранжа, получаем равенство 


Е [Я =тТ* РЕ]. 
Последнее равенство показывает, что уравнения 
Е [=0 u Р[5Т]=0 


эквивалентны. Этот факт принято называть инвариантностью 
уравнения Эйлера для кривых. 

Уравнение Ё[57Т]=0 получается из уравнения Р[б]=0 путем 
замены переменных & — (СТ =T (5). Инвариантность уравнения Эй- 
лера означает, что преобразованное уравнение эквивалентно урав- 
нению, которое получается, если ту же замену переменных выпол- 
нить в самом функционале, т. €. перейти от функционала J к функ- 


Г v 
ционалу J . Инвариантность уравнения Эйлера часто исполь- 
зуется при замене переменных в уравнении Эйлера. 
Пример. Пусть т=2 и F(z, w) = (228 + и?) №. Положим Т (2) = 


= (ci 4p z2)"2 , arctg z2) . Тогда T (2) = (21 00S 22, 21 Si 25) и 
1 


21 2 
а aa 
22 22 [2 22 22 l2 
т’ (z) ~ ( га 5) ( IT 5) i det T” W= Е: 22 )-!/. 
— 22 21 
a+ atg 


Далее 
ЕТ (z, w=] wl. 


Таким образом, экстремали функционала J T — прямые. Экстремали функцио- 
нала J, т. e. решения уравнения F [5] =0, получаются из экстремалей Y функ- 


ционала JT преобразованием у —> y“. Так как экстремали функционала J T можно 
описать общим уравнением 


ал21 -a22 | аз=0, dı, а», аа ER, я-а; > 0, 
то уравнение экстремалей функционала J имеет вид 
a124 COS 25 -} Q221 SİN Zə +- аз =Q. 
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79. Переход к {-параметризации. Положим m=n-+ l и введем 
два отображения ф: В" -> В ит: R”— В”: 


T (2) = (То (2), Т(2)) = (Ф (2), $ (2)). 


Обозначим координаты вектора 2 через Ё их: 2 = (Е, х) = (2%, Z). 
Оператор T’ (z) естественно записывается как блочная матрица 


Фе Фх 
T == - 
k A 
Его действие дается формулой 
T” (z) (ho, В) = (p: (2) ho + Px (2) В, p; (2) ho + Фх (2) В) = 
ыы (Q: (2) ho + bj Px; (2) hu, (фи (z) ho + 
+ be Pix, (z) fti, ...3 Pnt (2) ho -+ bo их, (z) hi))- 


Сопряженный оператор 


действует по формуле 
T'* (2) (ho, В) = (Фе (2) ho +47 (2) В, 4% (2) ho +13 (2) h) = 
те Q (2) ho + 2 ий, (Px (2) ie + 
-- р Pix hi, каза Pe (z) ho -+ Pa Pix, (2) hi)): 


Ниже предполагается, что рассматриваемые кривые y u yT — 


графики пар. 
Сопоставим формулы 


в РОО] и = 


Из первой следует 


F” [<] = p4 (© Fo [57] +4 (© Е [57], 
PEIC (Е [т], 57’) =0. 


Так как кривая 17 — график, то СТ’ (т) ==0 и последнее соотно- 
шение позволяет исключить из предыдущего Ру [СТ]: 


ayi 
P'e — о): 9 FE 


т: 
So 


из второй — 


Воспользуемся формулой 
margt 
и исключим координаты вектора %7: 
o = фо -- 95, бо = bhot 5. 
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Результат может быть представлен в следующем виде: 
вые, СУЕТ -u 

где S(z, w)—oneparop в R”, действующий по формуле 

(Po + Pw h) 


Se, wh=— gte E Hh = 
+W, 
АН 


Пусть теперь 
Е (2, &) =[. (t, X, Z) Jw, 
тогда 
F’ (z, w)=L 7 (6 X, Z )lwol, 
где 
Т мы р, (г) px (2) у s 
L(t, x, V=L(90, $0), доу 9+ (у. 
Пусть Г: АВ” и П:АТ-» В” суть #Ё-параметризации кривых 7 
и y7. Так как / (у) =Г() и J(y7)=]I (f7), то из определения A 
следует, что интеграл | 
Г(4т) = г ЕЕ 17, 1" (0) а 
равен интегралу 
I =f L (t, E(t), РЁ (0) dt. 


T 
Таким образом, переход от Lk L или от [к /[ i соответствует 
замене переменных в интеграле 


a LE #49, P (0) 4. 


Перепишем формулу (17) в терминах L и L". При этом пона- 
добится еще одно соотношение: если кривая ‘у — график, а б— ее 
параметризация, то 


Е [6] (т) = | ($) | Р[(-, #(-))] Eo (®)). 


Это соотношение вытекает из инвариантноети уравнения Эйлера 
относительно замены параметра (см. п. 73): 


F [Ex] (т) = |’ (1) |F [5] (х (<), 


при этом следует учесть, что 6 (5) = (Go (т), Е (bo (т)). 
Итак, пусть на y введена {-параметризация. Тогда 


L” H= F [0 =$ (50, ФЕ = 
=| OSEO, ФЕ, TOET O) = 
=K (t, î (1), ¥ (D) (ФЕ 10), 
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где К (1, х, у) — оператор в В”: 

К (t, x, v) = ($, (2) + Px (2) v) S (t, x, (1, У)). 
Окончательно имеем 

НО =K t 10, PLETO E, 10). 


Если T — преобразование В", переводящее всякую кривую, komo- 
рая является графиком, в график, то оператор К (t, X, V) невы- 
рожден. В таком случае уравнения ГИТ] =0 и L’ [=0 эквива- 
лентны. Этот факт также называют инвариантностью уравне- 
ния Эйлера. 

Установим невырожденность оператора К. Фактически будет 
сделано большее, а именно вычислен det К. При этом понадобится 
один вспомогательный факт из теории матриц, доказательство 
которого может быть найдено в [5, с. 45]. 

Лемма. Пусть А — блочная матрица вида 


—_ ал e 
Wa. tal 
где au — (kxk)-mampuya; i — (k хп)-матрица; a» — (n X k)-mam- 
puya и @,—(nXn)-mampuųa. Если detan 0, то справедлива 


формула 
det А = det a, det (а. — азапал»). 


Утверждение очевидно при Е =п=1|. 
Переходя к оператору К, введем в ВИ” оператор 


[1 0 

y= i 

wo 

где у— вектор из R”. Ясно, что det V = 1. Составим оператор Т”У: 


P+ PxV в 
peH ху Yx 
С одной стороны, det T'V = det T’. С другой, —если @;-+ фху =Е 
Е. TO 

det Т”У = (p + фху) det [px — (p + Pav) (Pe + Pav) px] = 

= (ф, + фху) det S* (t, x, (1, v)) = (p:+ pxv) det S (t, x, (1, v)). 

Таким образом, 

det T” (t, x)= (p: (f, X} + фх (t, x) v)det S (t, x, (1, у)). 
Так как 


rv- 


bo (T) = pe (5 (T)) & (т) + Px (6 (T)) 5' (©), 


то условие ф,- фху 20 в точности равносильно тому, что преоб- 
разование Т переводит график в график. При выполнении этого 
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‘условия с учетом невырожденности T’ оператор $, а следова- 
тельно, и оператор К, благополучно определен и не вырожден: 


det K (t, 'X, v) aa (Pz (E, X) T Фх (t, X) v)” det S (t, X, (1 , v)) p 
= (p: (t, x) + Px (t, x) v) det T” (t, x) 520. 


80. Теорема Herep. Теорема, которая будет здесь доказана, 
является одним из основных фактов теории интегральных функ. 
ционалов. Ее значение определяется, впрочем, не только ролью 
во внутренней структуре вариационного исчисления, а и прило- 
жениями к механике, в особенности к механике полей. Георема 
Нетер устанавливает связь между свойствами симметрии меха- 
нических систем и законами сохранения для них и дает техни- 
ческую процедуру для отыскания сохраняющихся величин. 

Пусть J— интегральный функционал на множестве кривых 
в R® и Т— отображение R” —> R”. Функционал J называется 
инвариантным и - про possoantis T, если выполняется 
равенство J = J’. Равенство J= J’ равносильно равенству F = F”. 

Пусть Tw a E ô, — путь во множестве преобразований R”, 
причем То — тождественное отображение и отображение (z, а) —> 
— Ta (2) гладко. 

Теорема Нетер. Если функционал J инвариантен относительно 
преобразований Тао, “еб, то функция A— R, задаваемая op- 
мулой 


(УЕ Et), ©), С) 


? 
0—0 


где &: A — R” — параметризация экстремали, постоянна. 
Иными словами, если функционал J инвариантен относительно 
преобразований То, & = ô, то функция 


(2, в) — (у. Е (г, w), Ото a2) 


a=0 


— первый интеграл уравнения Е[ ]=0. 

Доказательство. Пусть y — экстремаль и 6: [а, 6]-> В" — 
какая-либо ее параметризация. Рассмотрим отрезок 6, : [а, с] > Вт, 
се (а, b], параметризованной кривой 6. Ему соответствует кри- 


вая Ye- Согласно условиям теоремы функция ф (x)= J (yaa) посто- 
янна: J (т.“)=/ (у.): Поэтому $’ (0) =0. Так как ту — экстре- 
маль, то 


g 0 = (VF E0, © ©), TE) 
— (YaF E0, © (а), ZE) 


Ввиду произвольности с теорема доказана. 
В терминах функнии L 


Е (z, w) = L (2%, Z, W/w) | wol 


0—0 


9—0 
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условие инвариантности функционала J относительно отображе- 
ния Т можно записать в виде =, а следовательно, в виде 


T 
[=[ (см. п. 79). В условиях теоремы Нетер на экстремали, 
которая является [-параметризованным графиком, постоянна 
функция 


r OPa (t, f A , PPa (Е, f 
РО, ГО), | Ag, te), Р ee 


0—0 i 
Иными словами, функция 


(t, X, у) — (24, X, У), a i 


ÔPa (t, x) 
a2 Ê (t, x, и 


a=0 


является первым интегралом уравнения Эйлера [, [1] =0. 

Поясним, что Фа и \а суть координаты преобразования То: 
Ta (Е, X) = (Фа (Е, X), Pa (Е, х)). 

Примеры. 

1) Пусть L(t, x, У) не зависит от аргумента 1. В этом слу- 
чае функционал / инвариантен относительно преобразования 
Те (1, x)=(t—a, x). Поэтому функция H (t, x, v), фактически 
не зависящая от аргумента &#, — первый интеграл уравнения 
Эйлера. 

2) Пусть Г. (Ё, X, У) не зависит от {-й компоненты X; аргумен- 
та x. В этом случае функционал / инвариантен относительно 
преобразования Т’. (1, х) = (1, х— “е;), e= (0,..., 0, 1,0,..., 0), 1 
на 1-м месте. Поэтому функция 

(р (1, X, v), e;) = pi (Е, X, v) 
— первый интеграл уравнения Эйлера. 

Оба эти интеграла были установлены прямым вычислением 
в п. 9. 

В механике функция Я — это энергия системы, а тот факт, 
что Я является интегралом уравнений движения, называется 
законом сохранения энергии; функция р называется импульсом, 


а тот факт, что р — интеграл уравнений движения, — законом COX- 
ранения импульса. 

3) Конечно, независимость функции Лагранжа от конфигура- 
ции системы является лишь грубой моделью независимости 
свойств механической системы от выбора координат в трехмер- 
ном физическом пространстве. Рассмотрим более реальный пример. 


Пусть х= (г, ..., гм), где г, ..., Гм Е R”, так что п=3М. 
Аналогично У = (У, ..., Ум), где ч\, ..., Vy Æ №3. Допустим, 
что действие инвариантно относительно преобразования (t, х) — 
U, г. — aË, ..., ги — а), где «= R, &— произвольный вектор 
из В3. 


Легко убедиться, что так будет, например, для системы N 
попарно-взаимодействующих частиц, когда 


Я )=У_ ве | tij (Tı — Г,). 


1 2т; kan [Li<j AIN 
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Здесь т; — заданные числа, массы, а и, — заданные функции, 
потенциалы попарного взаимодействия. В этом случае 


Фа (1, Хх) =t, Pa (f, х) = (г. — 2$, ..., ry — ай). 


дф (f, xX) ВИ фо, (É, X) 
De Bar = — (5, ...3 5). 


Поэтому 


Теорема Нетер приводит к следующему первому интегралу: 


(t, x, У) (p (t, x, V), (Е,..., E) = У, (P: (t, x, У), &) 


Pi (t, X, v) = (ры, P3i-1> Psi) E Rë. 
Ввиду произвольности & первым интегралом является функция 


(t, x, > УГ ,РЦЬ х, v), 


которая называется полным импульсом системы. Для рассматри- 
ваемой системы 


РЫЬ x, v) = 


Читателю рекомендуется получить закон сохранения для 
системы, действие которой инвариантно относительно преобразо- 
вания 

(2, x) -> (1, А (<) Fis +) А (<) Гм), 


где œ — А (&) — путь во множестве операторов в В3. Для введен- 
ной выше функции L в качестве А (œ) можно взять любой орто- 
гональный оператор, если и, зависят только от длины аргу- 
ментов. Соответствующий интеграл называется в механике полным 
моментом импульса. 


81. Изломы экстремалей. В п. 24 было введено множество С1(А-> R^), 
несколько более обширное, чем С1 (А — В”). Напомним, что его элементами 
являются кусочно-непрерывно дифференцируемые функции A— R”. Множе- 
ство Ĉ1 (A —> В”) можно считать нормированным пространством, определяя 
норму той же формулой, что и в пространстве C1 (А — R”). Рассмотрим на 
са (А — R”) функционал 

I H=] L (t, f (ġ: T O) dt. 


Примеры показывают, что функционал / может не иметь абсолютного мини- 


мума на пространстве С1 (А — К”), но может иметь такой минимум на СКА 

— В”). Происхождение конкретной задачи об отыскании точек минимума лишь 
в редких случаях заставляет считать, что такая точка должна принадлежать 
С1, и запрещает разрывы производных. Мы не будем систематически развивать 
дифференциального исчисления для функционала I на С+ (А — R”). Ограни- 
чимся получением необходимых условий относительного Вистрему м в духе 
краевой задачи для уравнения Эйлера. 

Пусть f— точка экстремума функционала / в пространстве С: TO К”). 
Рассмотрим путь © —> Î-+ ай, считая, что h & С* и обращается в нуль в точках 
разрыва производной отображения f. Положим ф (%) = [ (1-- ой). Обычным 
образом устанавливается, что 


$’ (0 = fa (Е, h) dt+ ФИ, h) |a =0. 
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Отсюда следует, что всюду, кроме точек разрыва производной, выполняется 
уравнение Эйлера, а на концах А — естественные граничные условия. 

Пусть c € (а, 5) —точка разрыва производной функции f. Введем функции 
9 + Ci (A) и ВЕС! (А > В”), отличные от нуля лишь в малой окрестности 
точки с, не содержащей других точек разрыва производной. Пусть, кроме 
того, функция 0 постоянна в #-окрестности точки с. При @, удовлетворяющих 
условию | 9 | < €, рассмотрим путь © — fa, где 


fa (É) =f (t — að (1)) | ав (В. 


Точка œ разрыва производной функции fg определяется уравнением Ëg — 
— 00 (2) =с. Решение этого уравнения обязано принадлежать #-окрестности 
точки с и поэтому g =C + 90 (с). Следовательно, 


Го (Èa) =f (с) | ав (Ea). 


Как обычно, $’ (0) =0, где ф (©) =/ (fa). Вычислим œ (0). Справедливо 
равенство 


Е ее L ç, fa» №) dt + fe, L (6 la 4. 


Воспользуемся общей формулой первой вариации и учтем, что функция f 
удовлетворяет уравнению Эйлера 


p O= (P t, В Г), в) -Й( ь P) o EE 


cC — Q. 


Благодаря произволу в выборе В (с) и 0 (C) выполняются соотношения 
Н (с, ©), Г с—0)) =Я (с, ©), Ё (с 0)), pe ©, P (с—0)) = 
=p (c, (c), Р(с--0)). 


Итак, в точке разрыва производной Î должны оставаться непрерывными 


р (1, Г Ри H(t, БГ). Эти условия соединения экстремалей в точке разрыва 
производной называют условиями Вейершитрасса — Эрдмана. 

В п. 8 было установлено, что стационарная точка функционала /, при- 
надлежащая C1(A), обязана принадлежать С? (А), если Luo (Ё, FÉ), | (#)) == 0, 
ГЕ A. Убедимся, ограничиваясь случаем n= l, в том, что более сильное усло- 
вие Lov (t, X, 9) == 0 позволяет сделать такое же заключение и в пространстве 


С: (Л). Действительно, в точке разрыва производной должно вынолняться 
’ соотношение 


La (с, F (с), F (с —0)) = 14 (с, 1 (с), Р(е-0)). 


Если Lya(t, x, 9) = 0, то функция v —> Ly (с, f(c), и) строго монотонна, поэтому 
F (<—0) =} (с- 0). Следовательно, f & Ct, а значит, f e cC. 
Пример. Рассмотрим функционал f: 


кр=У A — F26) dt 


при условиях f(0)=0, } (1)=0, п=1. Уравнение Эйлера имеет вид 
а 
Вы": РИ, "t= 
я (1—2 (£)) F (1 =0, 


отсюда следует, что } (1) =с--В, где а, В — произвольные числа. Единствен- 
ная экстремаль в пространстве C! [0, 1], удовлетворяющая граничным усло- 
виям, есть }=0, при этом [ ({)=1. В пространстве Ct [0, 1] имеется, однако, 
еще одна функция, удовлетворяющая полученным выше необходимым условиям 
экстремума, в том числе условиям Вейерштрасса — Эрдмана в точке разрыва 
производной. Эта функция имеет вид 


=, 


0< 2 = 1», 
Hha stsl, 


200 


при этом /()=0. Так как при всех f выполняется неравенство / ({) == 0, то 
^^ — точка абсолютного минимума. Легко видеть, что fọ — mouka строгого абсо- 
лютного минимума. 

В том же плане можно рассмотреть изломы экстремалей функционала на 
множестве кривых. Определение кусочно-непрерывно дифференцируемой кри- 
вой отличается от определения кривой класса Cl заменой параметризованных 
кривых класса C1, участвующих в этом определении, кусочно-непрерывно 
дифференцируемыми параметризованными кривыми. Множество точек кусочно- 
непрерывно дифференцируемой кривой содержит конечное число точек излома 
кривой. Конструкция пространства С1(Г) без затруднений переносится на 
соответствующее пространство С1(Г), элементами которого являются кусочно- 
непрерывно дифференцируемые кривые. На этом пространстве обычной форму- 
лой определяется интегральный функционал 


(р) = АЕ (С (т), 5' (5) dr. 


Его экстремальные точки, кривые в К, вне точек излома удовлетворяют 
уравнению Эйлера, а в точках излома — условию непрерывности вектор-функции 


T — Vaf (2 (т), E (т)), 


которое для 2-параметризованных кривых равносильно условиям Вейерш- 
трасса — Эрдмана. 

82. Законы преломления и отражения. Задачи, которые будут рассмотрены 
в настоящем пункте, связаны с формализацией хорошо известного явления 
излома (преломления или отраже iua) световых лучей на граныце раздела двух 
сред. | 

Пусть в К” задана простая гиперповерхность М. Предположим, что функ- 
ция F, определяющая интегральный функционал 


Л (т) =. F (5 (т), 5' (т) dt 


В Ст (Г), обладает обычными свойствами гладкости всюду, кроме множества 
точек (2, w) из M X Вт, где функция Е(2, w) и ее частные производные по Z 
имеют предельные значения, быть может разные с разных сторон М, но гладко 
зависящие от (z, №), z& М, ше R” (с обычной оговоркой w Æ 0). Пусть 
)— стационарная точка функционала J, причем y пересекает М в точке Zo, 
переходя с одной стороны М на другую. Незначительно видоизменяя рас- 
суждения предыдущего пункта, легко установить следующее. 

Отрезки кривой y, лежащие в окрестности 25 по разные стороны М, 
удовлетворяют уравнению Эйлера. В самод же точке выполняется соотношение 


([УшЕЁ (6 (с—0), Ẹ (с—0)) — УЕ (6 (с--0), Ẹ (с--0))], и) =0, (18) 


где и— произвольный касательный вектор к М в точке 2%, а & — параметриза- 
ция Y, причем С (с) = Zo. 
Пример 1. Пусть F(z, &)=[(2)| w|. В этом случае 
(С (с—0), u) (5 (с-0), u) 
LEC =a a ИЕ Li -r a a 
we- — 9 +0 


где 
l~ (20) = lim 1 (6 (с ¥ =)). 
=] 0 


Отсюда видно, что пПодпространство в В”, содержащее векторы &’(с—0) 
и С’ (с-- 0), содержит также и вектор нормали п к гиперповерхности М 
в точке Zo, кроме того, 


L (zo) sin (и, © (c—0))= L, (zo) sin (n, È (c + 0)). 


Утверждение, выраженное последней фразой, известно в оптике под названием 


закона преломления. 
Закон отражения связан с задачей на условным экстремум. Она состоит 


в отыскании экстремума интегрального функционала / в пространстве С1 (Г) 
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средв кривых, имеющих хотя бы одну точку на заданной гиперноверхности М. 
Пусть, как и при выводе закона преломления, кривая Y, сообщающая экстре- 
MYM функционалу, пересекает М в некоторой точке Zo, причем обе касатель- 
ные к Y в точке пересечения, где ‘у априори может иметь излом, не лежат 
в касательной плоскости к М в точке 2%. Нетрудно убедиться, что некоторый 
достаточно малый отрезок кривой ^у, пересекающий М, удовлетворяет уравне- 
нию Эйлера всюду, кроме, может быть, самой точки 26. В самой же точке 
должно выполняться соотношение (18). 

Если кривая Y в точке г, переходит с одной стороны М на другую, воз- 
никает рассмотренный выше случай преломления с той, однако, разницей, 
что функция F должна теперь считаться гладкой, не имеющей разрыва на М. 
Положение окажется иным, если некоторый отрезок Y, проходящий через Zo, 
остается по одну сторону гиперповерхности М. Считая, что имеет место этот 
случай, рассмотрим 

Пример 2. Пусть F(z, ш)={(2) | |. Тогда 

(5 (c—0), и) _ (© (6-0), u) 


1 (c—0)| 19 (с-+0)} 


Отсюда видно, что подпространство, содержащее векторы &’ (с— 0) и Ç’ (c +0), 
содержит и вектор нормали п к гиперповерхности М в точке Zo, причем 


sin (п. (с— 0)) = sin (ие (c + 0)). 


Последнее утверждение известно в оптике под названием закона отражения. 

83. Односторонний экстремум. Коротко остановимся еще на одной задаче, 
в которой приходится обсуждать вопрос об изломе экстремалей. Пусть М — про- 
стая гиперповерхность в Вт", которая делит пространство на две связные части. 
Обозначим через U замыкание одной из этих частей, а через © — множество 
кривых, точки которых принадлежат U. Задача заключается в отыскании точек 
экстремума y функционала 


7) = АРС, Ра, 


ограниченного на множество Q. На граничные точки кривых накладываются 
какие-нибудь обычные условия, например, граничные точки предполагаются 
заданными. Так как множество Q не является открытым, решение задачи не 
обязательно удовлетворяет уравнению Эйлера F [t] =0. Допустим, что кривая Y, 
сообщающая экстремум (для определенности — минимум) функционалу J на 
множестве ©, есть кусочно-гладкая кривая, состоящая из конечного числа 
гладких отрезков, все внутренние точки которых лежат либо внутри U, либо 
на границе U, т. e. на М. 

Нетрудно видеть, что гладкие отрезки кривой V, внутренние точки которых 
лежат внутри U, удовлетворяют уравнению Эйлера. Пусть [с, а] < [а, b] и 
С: [с, d] — R” — параметризованный отрезок кривой ‘у, точки которого лежат 
на М. Пусть функция h: fa, 6] — В" обладает следующими свойствами: h & Ct, 
h (т) =0 при ТЕ (c, а) и (h (т), п (5 (°))) == 0 npu T = (c, а). Здесь n (2) — напра- 
вленный внутрь U вектор единичной нормали к М в точке 2. Ясно, что можно 
построить такую вариацию Ya кривой Ņ%, что точки кривой о при & =Œ 0 при- 
надлежат U и Ga (т, 0) = (т). Функция ф (©) =./ (Ya), рассматриваемая при 
а = 0, согласно предположению достигает минимума в точке &=0. Следова- 
тельно, Фф’ (0) =Œ 0, т. e. 


(ЕЯ <), ha) da=. 


Полагая h (т) = 5 (т) n (G (т)), где — функция А — R с неотрицательными зна- 
чениями, находим, что 


МЕ, "СЕ d=. 
Благодаря произвольности © получаем 
(F [5] (т), п (С (т))) =0. 
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Если же (h (т), n (C (т))) =0 при TE (с, d), то | ввиду произвольности знака № 
fa FEIM), h0) dt=0. 

Это означает, что существует такая функция А: [с, d]—> В, что 
Е [$] (1) +À (т) п (6 (т)) =0. 


К такому же условию мы пришли, рассматривая точки экстремума функцио. 
нала J, ограниченного на множество кривых, все точки которых лежат на 
(см. п. 76). Условие (F [$] (T), n (5 (т))) =0 сводится к тому, что А =— 0. 

В точке & (то) стыка двух кусков кривой Y, один из которых лежит на М, 
а другой — внутри И, выполняется соотношение 


(УшР (Ẹ (T0), С’ (®—0)) —УшР (5 (To), С’ (в -Н0)), h) =0, 


где h = В” — произвольный вектор, удовлетворяющий условию (h, n (G (To))) >=0. 
Указанное соотношение эквивалентно равенству 


УшЕ (6 (то), С’ (%—0)) — УшР (5 (T0), Ẹ (To +0)) = pn Q (T0)), 


в котором и — некоторое `неотрицательное число. 
В частном случае, когда F (z, w)=| w|, 


С (%—0) _ С’ (%-0) 
15° (To— 0) | I (To+0) | 


Допустим, что ¢ (т) Е M при а’ <T<To u 6 (т) Е М при %<т<Ь'. Тогда 
(G (0), п (5 (%)) =0 и (Ẹ (To—0), n (6 (то))) = 0. 


= un (5 (To)). 


Поэтому 
С (№—0)° _ E (To+0) — (© (To— 0), n (E (T) _ 
( E 0l e otoi? "© a) IE a0] 


‘=p (6 (To)) |P, 
что возможно лишь при и=0. Таким образом, 


С’ (Te — 0) С’ (To +0) 


IE (To—0)i 1E (t0 i 


Это значит, что направления векторов Ç’ (To—0) и Ç’ (To+0) совпадают. Так 
как их длины можно сделать равными за счег выбора параметризации, то 
можно считать, что Ç’ (1, —0) =('’ (%-- 0). Это соотношение можно считать 
выполненным во всех точках стыка. 


$ 2. Общая форма первой вариации 
для кратных интегралов 


С небольшими модификациями построения предыдущего пара- 
графа могут быть перенесены на функционалы, аргументами кото- 
рых являются К-поверхности. Мы ограничимся выводом общей 
формы первой вариации для кратных интегралов, а в качестве 
следствий установим инвариантность уравнения Эйлера — Остро- 
градского и получим теорему Нетер. 

84. Общая форма первой вариации. Пусть у — пара {D, u}, где 
D — основная область в В*, а u — функция класса C! на О. Обо- 
значим множество таких пар через Г. Рассмотрим на Г интеграль- 
ный функционал 


Гу) = L(x, u(x), Vu (х)) dx, 
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считая L(x, и, w) гладкой функцией на В*хКх В». Введем путь’ 
Ya = {До, Ual, & Е Ô, B множестве Г и функцию ф (©) = / (Ya). 

Общей формой первой вариации для кратных интегралов назы» 
вается следующая формула для производной функции ф: 


p’ (а) = \ в. | (к, м Tu aAa и e E3 
+ (9-2 (х, Ио (х), Уи (х)), ра a) dx x+ 


E ən, L (X, Ua (X), Vuga (X}) Va (X) dSx. (1) 


Появившаяся здесь функция Vg :ODa—>R определяется сле- 
дующим образом: ее значение в точке X, хе ОД, равно скорости, 
с которой граница 90). при изменении ŒQ смещается из точки X 
в направлении внешней нормали к QD. Более точно: раесмотрим 
точку пересечения поверхности ÔDg и нормали к Da в точке X. 
Обозначим расстояние от точки пересечения до точки X через de, a (X). 
Нормаль считается ориентированной во вне поверхности ODg, и 
расстоянию dg, a (X) приписывается соответствующий знак. Но опре- 
делению полагаем 


бо 9 = р «| 


Формула (1) справедлива, конечно, лишь в предположении, 
что основная облаеть Da зависит от & некоторым нравияьным 
образом, а функция (X, &)— üa (X) принадлежит класеу C! и 
дУиа (X) 

до 
(x, &), ге x € Da, «еб. Ради краткости мы не будем аккуратно 
выяснять характер зависимости Q —> D, и останемся в этом вопросе 
на интуитивном уровне. В согласии с такой договоренностью 
в выводе формулы (1) останется некоторый пробел. Сущеетво дела 
будет, впрочем, выяенено достаточно полно. 

Формула (1) аналогична общей форме первой вариации для 
однократного интеграла. Вид добавочного слагаемого, интеграла 
по поверхности О)., соответствует формуле 


£ зо fan, PO) va 045%. 


в которой ф — непрерывная функция на множестве СВ, Для 
% 


имеет непрерывную производную ва множестве точек 


доказательства этой формулы составим разность 


ра aa $ (X) dx — Ño, ф (x) dx. 


В окрестности поверхности О). введем координаты X= K (y, n), 
где у— точка О)О., ближайшая к X, а п — ориентированное pac- 
стояние от у до х. Ясно, что 


Viata ф (х) dx — у: Y (x) dx = 
= fon dSy |g% 2 p (x) J (y, п) dn ~ Аа \ар № (Y) Va (4) dS. 
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Здесь учтено, что элемент объема dx допускает представление 
4х = 1 (у, п) 45, аи, которое при п =0 принимает вид ах = dS,dn. 
Последнее соотношение в сущности является определением I 
На этом будем считать формулу (1) доказанной. 

Если и, © С*(Р.), то формулу (1) можно переписать следую- 
щим образом: 


p (@) = lat [ta] (x) "= dx -+ м z (X, Ua (X), Vula (X)) va (x) + 


+(VwL (X, ta (x), Via (x), n (9) FE |as, 


Здесь п(х) —единичный вектор внешней нормали к границе д)» 
в точке X. Эта формула, если О» не зависит от Œ и, следова- 
тельно, Ug =0, сводится к формуле для производной вдоль пути 
в пространстве C! (р). 

Наконец, если функция Ug удовлетворяет уравнению Эйлера — 
Остроградского [,[и„|= 0, то 


Ф' (@) = fon, |Ё(х, Ua (X), Vila (х)} Va (x) + 
ЧС» ta (x), Via 69), пб) FEE | dS, 


85. Инвариантность уравнений Эйлера. В пространстве R”, 
т=А-- 1, введем координаты X, и : г = (X, и), X= (21,..., Z) E RË, 
и=2,.1 Е К. Преобразованию T пространства В” соответствуют 
отображения: ф:В”"—>В* и :R”—>R, так что Т (2) = 
= (ф(х, и), p(x, и)). Множество точек (x, и (х)), хеЕД (назовем. 
его графиком пары {D, и!), переводится отображением T в MHO- 
жество (ф(х, и(х)), (x, и(х))), x&D. Предположим, что отобра- 
жение х-> Ф (x)= ¢ (x, и(х)), x& D, обратимо, его образ — основ- 
ная область (пусть ОТ) и обратное отображение Ф-!: ДТ — В* 
является гладким, например, принадлежит Ct или С*. Множество 
(ф (x, u (х)),  (х, и (х))), хеД, совпадает с множеством (&, ф(Ф- "(©))), 
E& DT, которое является графиком пары: p =D; p hou" = 
—=.Ф-1: DT > R. Отображение Ф не обязательно обратимо, не 
обязательно имеет своим образом основную область, а его обрат- 
ное не обязательно является гладким. Будем предполагать в даль- 
нейшем, что отображение Ф обладает перечисленными свойствами 
при любых у =, и}. В таком случае производная 


D’ (x) = Px (X, и (х)) + (Фи (X, и (х)) и’ (x) 


всюду невырождена, T. €. всюду невырожден оператор Фх (x, и) + 
+ Q, (x, u)®, (x, и) Е R”, где ©% — произвольный оператор R* —> R. 

Вычислим УиТ. Из формулы u” (¢ (x, u(x) =ĦŅix, u(x)) cne- 
дует и!’ (Ẹ) (Pxh + фиш’ В) = ph + put'h, h E RF, где & = ọ (x, и (х)). 


205 


Orona | | 
UT (Е) = (Px F Puu’) (Px + Pat’)! 
3 | 


VuT (Е) = (pf +u’ *ф*)-1 (У д + Хи) = (P+ Уиф*)-1 (У --р, Уи). (2) 


Справа и=и(х), ф=Фф(х, u (Xx)). 
Пути Ya = {Da, Ua} в множестве Г отвечает путь (Ya) = = 
Г 


ди 
= {D4, ash: Вычислим = С этой целью продифференцируем 


равенства 
_Е=Ф(х, Ша (х)), Ua (&) =. (X, Ua (х)) 


по ©, считая & фиксированным. При фиксированном & первое 
равенство определяет X как функцию от &: х=х (а). Поэтому 


O= pe + pa (e E x’), 
би т 


= p" A 5 w). 


Исключим отсюда x: 


диТ (=) диз, (X) \ дис (xX) 
z = Ti (x, lg (x), 5 ыы ы 
где в 
T(x, и, ©) =, — (Px + pu) (Px + Фи.) Pu. 
Положим A 
У 
© 1, 
det W =1. Ясно, что 
\ / 7 
T'W = м ам Hea 
Pr Ya PHP Pul. 


В силу леммы п. 79 
det T’ = T; -det (Px + ф,@). 


Завершив этим предварительные построения, перейдем k дока- 
зательству инвариантности уравнения Эйлера — Остроградского. 


В интеграле 
(ут) = \ рт (6, uT ($), Vu” ($)) 48 


выполним замену переменной интегрирования &—х, &=Ф (x). 
В силу (2) 


(уг) =\, ГЛ (x, и (x), Vu (х)) ах, 
где 
Ш (x, и, м) = 
= L (9 (x, и), (x, и), B(x, и, м) (Уф (x, u)+ 
+ pa (x, и) w))|det В (x, u, м)|, 
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В (x, и, м) — оператор в В*, действующий согласно фурмуле 
В (x, и, м) В = œx (x, u)h + м фа (x, u)h. 
При этом 
det В (x, u (x), Vu (х)) = det В* (x, u (x), Уи (х)) = 
= det [ф» (x, u (x)) + фи (х, u (х)) и’ (х)] = det Ф’ (x). 


Введем функционал /Т: 
(= 0 = {ЕТ (x,u (x), Vu (x)) dx. 


Рассмотрим функцию ọ(@)=] (A? Для нее справедливо и Apy- 
roe представление: ф (9) = IT (Ya). Положим Ya ={D, и-ой], и, 
h:D— R. При этом Da не зависит от а: О, = D и, следовательно, 
ОГ не зависит от a: D4 =D". Тогда, сопоставляя общую форму 
первой вариации, примененную к двум представлениям функции ф, 
получим 


dul (2) диз, (X) 
for сие] 5 ав = | p L7 [м] 9 — в. — dx. 
дит д 
Если выразить ku через а =й(х) и выполнить в nep- 


вом интеграле замену переменной интегрирования & —х: & =Ф (x), 
то последнее соотношение при & = 0 примет вид 


р {L [шт] (ф (x, и (x)) К (x, u(x), Vu (x), и" (х)) — L7 [u] (x)}h (х) ах =0, 
a К (x, и, w, %) =Т, (x, u, @) | 44 B (x, u, м)|. 
Ввиду произвольности h отсюда следует 

L7 [и] (x)= L [u"] (Ф(х, и (х))) К (x, u(x), Уи (x), и’ (х)). (3) 


Так как 
| К (x, и, м, @)| =| det T’ (x, u)| 0, 
то уравнения 
| | =9 a Liu =0 


эквивалентны. Этот факт и принято называть инвариантностью 
уравнения Эйлера — Остроградского. 

В частном случае, когда преобразование Т сводится к замене 
аргумента: T (x, и) = (ф(х), и), формула (3) принимает вид 


L? [и] (x) = L [ит] (Ẹ (х)) | det ф’ (x) |. 
Пример. Пусть L(x, и, м) = > |\ 2. В этом случае L [и] = — Ди. 
Функция LT дается формулой 
LT (x, и, м) = zD (х) м[ | её D (x)|, 
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где D (x)= g’ (x). Поэтому 
ValL” (3, i aiet ава rae A (x)= D* (x)D (x). 


Следовательно, 
(Vx, | det D (x) | А-* (x) Vx u (х)) = 
= | det D (x)| Agu” (&) =| det D (x) | Ази (97 (&)), 


rae &=Фф(х). Воспользуемся равенством det А (x)= (det D (x))?, 
тогда 


Agu (P™ (5)) = | det А (x) |2 (Vx, | det А (x) | Vxu (х)). 


Это соотношение можно расематривать как формулу замены nepe- 
менных в операторе Лапласа. Оператор А(х) уже встречался 
в предыдущем параграфе. Элемент длины в R” 


ds =| dg |= (di + ... + dëi)" 
после замены переменных —>x= Q (&) приобретает вид 
ds =1Ш (х) ах | = (А (x) ах, dx)”. 


Матрица оператора А (X) симметрична и поэтому полностью опре- 
деляется элементом ds. Таким образом, коэффициенты дифферен- 
циального оператора, в который после замены переменных пере- 
ходит оператор Лапласа, определяются элементом длины, выра- 
женным в новых переменных. Читателю рекомендуется в качестве 
упражнения получить отсюда известные выражения для оператора 
Лапласа в полярных, цилиндрических и сферических координатах. 

86. Теорема Нетер. Как и для функционалов на кривых, 
теорема Нетер нриводит к некоторым явным законам сохранения ` 
для функционалов, инвариантных относительно преобразований 
Ta, “еб, образующих путь То в множестве преобразований 
пространства В”. Охарактеризуем путь Го более точно. Положим 
Те = (Фо, фа), Qa: В" — RF, Ya: R” >В, а для точек простран- 
ства В”, как и в п. 85, введем координаты (X, и): 2 = (x, и). 
Будем предполагать, что для каждой пары у =, и! при всех a, 
œ = 6, определена пара Ya = а = {Ои, üa, т. e. 1) отображе- 
ние Da: D — В*, заданное формулой Da (X) = Qa (X, и (х)), обратимо, 
2) образ отображения О. — основная область, 3) обратное omo- 
бражение Фо’ является гладким. Предположим далее, что для 
каждой пары y ={D, u} путь Ya удовлетворяет условиям, кото- 
рые были наложены при выводе обшей формы первой вариации, 
т. e.: 1) По зависит от а правильным образом, 2) функция 
(x, &)—> Ua (X) принадлежит классу С?. Наконец, дополнительно 
предположим, что То — тождественное преобразование: То (2) = г. 

Если путь Ya порожден преобразованиями Ta пространства 
К”, то общей формуле для производной функции ф (4) = [ (Va) 
можно придать специальный вид, который представляет интерес 
независимо от приложений к теореме Нетер. Множество Da и 
его граница ДД. в этом случае являются образами при преобра- 
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зовании Tae множества D и его границы OD. Таким образом, 
граница ОО» состоит из точек Ф.(х), где хе до. Ясно, что 
скорость Ug (X) смещения границы ОО. в точке X в направлении 
внешней нормали к ОО. (см. п. 84) дается формулой 


0a (к) = (E, пб, 


где п(х) единичный вектор внешней нормали к OD, в точке X. 

Общая форма первой вариации содержит также производную 

див (X) 

oa 

мошью которых в предыдущем пункте была выведена формула 
T 


‚ X& Da. Незначительно видоизменяя рассуждения, с по- 


“oa 
для -y >» Получим 
дис, (5) (8) _ pa - (3h EA - u) (2 PPa т a u) 1 OPa 
ða 0% ða ` 


Справа и=и(х), ỌQo=Qu(% и(х)), W= (%2, и(х)). При “«=0 
0, №1, Г Map 


дх к д _ дх ди 
поэтому 
дис, (5) = |e w a | a |e E (Vu Pa }] 
ди  |&=0 (6/6 90 |la=0 90 *. ба Я 


Подставим полученные выражения в общую форму первой вариа- 


ЦИИ: : 
=. (х) 
и dx + 


v0) = 24 69 = ® 
+ \ (n0), {YL бк, u(x), Vu (x) 2 00 А 


| , дф (х, и (х)) 
Уи не, 4$». 
Читателю следует обратить внимание на аналогию между выве- 
денной формулой и общей формой первой вариации для одно- 

кратного интеграла. 
Введем вектор-функцию j:D— В*^, полагая 


(ку = УГ. (к, и (X), Vu (x) Ре и 9) 


— [=L (HVL (u и 


= 0 


= {VaL (x, u(x), Уи (к) и — 


jrg en n (зи, беби) 


(04A i la 


В координатной записи 
W) = 1, (х, и), Уи (x) Ча и _ 


дфа дфа 
n it pa TS D вых, 


С помощью этой функции общая форма первой вариации может 
быть представлена следующим образом: 


, д | 
P O= ео | ак | и, 169) 45. 
Интеграл по границе О) легко записать как интеграл по D: 


p' o=, L [u] 0)” „dt } divio dx, (4) 


где div.j (x)= У, _, Jux, (x). 

Условимся говорить, что функционал [Г инвариантен относи- 
тельно преобразования T, если [Т=1{[. В терминах функции L 
инвариантность означает, что LT =L. 

Теорема. Если функционал [ инвариантен относительно пре- 
образований Та, & = ô, а функция и: р — В удовлетворяет ypas- 
нению Эйлера — Остроградского [.[и]=0, то при хеШ выполня- 
ется соотношение div | (х) =0 

Для доказательства рассмотрим пару y'=1D', u}, где D’ cD. 
В силу инвариантности имеем ф’=0, где ф (a) = 1 (2). При 
æ&=0 воспользуемся формулой (4). Ввиду произвольности D’ 
имеем утверждение теоремы. 

87. Законы сохранения. Закон сохранения энергии для систем, 
функция Лагранжа L которых не зависит от времени, справед- 
лив и в случае систем с бесконечным числом степеней свободы, 
т. е. в случае полей. При этом несущественно, являются поля 
локальными или нет. Вывод закона сохранения энергии для 
поля, действие которого имеет вид 


Sa (В =\\ L(t, 1 (0, Ё (0) 4, Г: ВХЕХЕ- В, 


о 
9 = 0 


(04 


в формульном плане не отличается от вывода закона сохранения 
энергии для систем с конечным числом степеней свободы. Его 
формулировка такова: если функция Лагранжа [ не зависит 
от времени, то функция 
H (u, v), 
где 
Н (и, 9) = — (и, 0) + Lo (и, v) v, 


есть первый интеграл уравнения Эйлера, T. e. функция H (f(t), 
Г (#)) постоянна на движениях Î системы. 
Напомним, что для локального поля 


L (t, u, = £ (t, x, u (x), v (x), u' (х)) dx или=\ g £ (t, X, и, v, Vu) ах. 
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Для такого поля 
A (u, v) = fo [— 5 (x, u (x), v (x), Vu (x)) + £» (.. .) v (x)] dx. 


Пример. Пусть Æ (t, x, и, и, w= u2 -5 w2 — U (u). В этом случае 
Н (и, 9) = \. [z 9? (x) +5 (Уи (x)? +U (и ©) dx. 


В качестве упражнения читателю рекомендуется вычислить 
энергию для нагруженных локальных полей. 

Теорема Нетер для кратных интегралов приводит к другой 
схеме вывода законов сохранения для локальных полей. Чтобы 
применить теорему Нетер к локальным полям, будем рассматри- 
вать действие Sa как функционал на функциях и, заданных 
na цилиндрах вида D=AXQ. Для согласования обозначений 
с обозначениями механики условимся при переходе от общего 
функционала на функциях u:D œ В*—В к локальным полям 
вместо координат (X4, ..., Xp) использовать координаты (Xo, X1, ... 
.... X1), [= Е—1, И писать x= (t, Xx), х=(х1,.... М) EQ. Функ- 
ционалу Ŝa и каждому преобразованию Т. пространства точек 
2=(х, и) можно сопоставить вектор-функцию j:D—R* с koop- 
динатами (jo, J): 


dpa (2, 
b= Lal, х, u), u(x), Ули (1) P D 


&=0 
= J—£ Lo pe A (...) |u -a EA (Vnu, maL ah 
j()=Vw£ (t, x, u(x), и, (х), Vxu (x)) n (х)) 


œ= © 
АЕ 12 ( ыы aani Vet (ssa) |u ви 2 efe (Уи, о 


Здесь введены координаты преобразования T:T (t, x, и) =(фо(&, x, и), 
Ф(...), ф(...)). 

Теорема Нетер для локальных полей. Если действие Sa unea- 
риантно относительно преобразовачий То, «еб, пространства 
точек (t, x, и) = R*+, а функция и удовлетворяет уравнению 
Эйлера — Остроградского [и] =0, то выполняется соотношение 


WED divji, Х=0. 


Это соотношение называется дифференциальным законом сохра- 
нения, отвечающим преобразованию Ta. Дифференциальный закон 
сохранения показывает, что изменение со временем интеграла 


Ло’ (9 = ба, jo (x) ах 


по произвольной области ©’ < Q определяется потоком векторного 
поля j через границу области Q: 


чар То @+ \ (n(x), i(t, х)) dS =0. 


д’ 
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Чтобы получить последнее соотношение, достаточно проинтегри- 
ровать дифференциальный закон сохранения по 62’ и воспользо- 
ваться ‘формулой Гаусса — Остроградекого. Если в дополнение 
к высказанным выше условиям теоремы Нетер равен нулю поток 
векторного поля j через границу Q, т. e. 


Ya (n (x), j (t, х)) dS =0, 


то Ло (1) является интегралом движения, иначе говоря, Фо (1) 
не зависит от #. Последнее утверждение называют интегральным 
законом сохранения. Если Q = R!, то условие равенства нуяю 
потока через ON заменяется условием достаточно быстрого убыва- 
ния векторного поля 1 (, xX) при х— оо. 

В качестве примеров рассмотрим новый вывод закона сохране- 
ния энергии и вывод закона сохранения импульса для локального 
поля. Пусть плотность функции Лагранжа не зависит от времени, 
тогда действие инвариантно относительно преобразований Те (t, X, 
и) = (Е —, X, и). В этом случае фе (Е, X, Е. Фо (É, X, й)=х 


и b(t, X, =. Поэтому — Man = —], 0 a — О, следова- 
тельно, | 
jo (х) = — £ (x, u (x), u(x), Ухи (х)) +£» (...) и! (x), 

7(х) =У»-8 (x, u(x), u(x), Vxu (x)) ts (x). 
Дифференциальный закон сохранения выглядит следующим обра- 
30M: 

2 [E (x, u(x), t(x), Yatt (x)) + o (£. ) tu (01+ 
+div [Vw£ (x, u(x), u: (x), Vxu (x)) us (х)] =®. 
Интегральный закон сохранения 
То (1) и [— Z (x, и (x), и, (х), Ухи (x)) +£» (...) us (x)| ах = const 


является в данном случае законом сохранения энергии. Условие, 
при котором выполняется закон сохранения энергии, имеет вид 


{о MO), У (x, и (x), ше 9, Ули (x))) ше (x) dS = 0. 


Оно выполняется в силу уравнений движения, которые наряду 
с уравнением Эйлера — Остроградского включают в себя естест- 
венные граничные условия 


(n(x), Vw£ (x, и (x), и, (х), Уи (*))) =0 


на боковой поверхности цилиндра Ах®. Если Q= R}, естест- 
венные граничные условия заменяются, как уже говорилось, 
условиями достаточно быетрого стремления функции и и ее про- 
изводных к нулю на бесконечности. Плотность функции Лагранжа: 
£ (X, и, 9, м) считается при этом быстро стремящейся к нулю, 
когда х-> со, и, Vv, м-—>0. 
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Обращаясь к закону сохранения импульса, предположим, YTO 
плотность функции Лагранжа Æ (t, X, U, U, м) не зависит от X. 
Тогда действие инвариантно относительно преобразований Те (Е, 
x, и) =( x—a&%, и), аеВ, Ее В! — фиксированный вектор. 
В этом случае 

ƏPao __ ae nes pa Pa 
“ба, =0, да = — № “ви =0, 
Те (х) = £a (, i и: (x), Ухи (х)) (Vxu (x), 37 
j (x) =— £ (t, u(x), ш (х), Vxu (х)) $ Е Ув (...) (Ухи (x), 5). 


Дифференциальный закон сохранения имеет вид 
9 [6 u(x), u(x), Yau (X) (Учи (x), $)J+ 
y div[ =E (.) 8+5 (.) Ми, ¥)]=0 


Интегральный закон вохранения в конечной области N, вообще 
говоря, не выполняется, так как поток 


foe (в x), 1 (х)) 4$ = foo [E (t, u(x), u(x), Уи (x)) X 
x (n(x), &-Е(п (x), У» (...)) (Vxu (x), §)] dS = 
= — |o £ (t, u (x), ш (х), Ули (x)) (в (x)), &) 4$ 


в общем случае не равен нулю. При Q = R’ интегральный закон 
сохранения выполняется, это значит, что не зависит от времени 
интеграл 


в (t, u(x), u(x), Vxu (х)) (&, Vxu (х)) ах, 


а тем самым, ввиду произвольности &, не зависит от времени 
и интеграл 


212 (t, u(x), u(x), Vxu (x)) Vxu (x) dx 
с векторными значениями. Вектор 
Ê (t, u, v)= fpi £o (t, u(x), v(x), Vu(x)) Уи (x) ах 


называют полным импульсом поля в состоянии (и, 9} в момент 
времени #. Постоянство этого вектора на движениях, т. €. тот 
факт, что этот функционал © векторными значениями является 
интегралом уравнения Эйлера—Остроградского, называется законом 
сохранения импульса. 


Обобщения. Все построения настоящего параграфа легко переносятся 
на тот случай, когда пара y имеет вид у ={), u}, где О — основная область, 
а и— вектор-функция D -— R”. Интегральный функционал на таких парах 
дается формулой 

I ()=\р L (x, u (x), и’ (х)) ах, 


в которой L(x, и, и) —функция на D X R” X L (RF — R”). Ha этет раз T есть 
преобразование пространства R®, т=А--п. Аналогично прежнему вводятся 
координаты 2 == (x, и), хе= В*, u œ R”, и отображения 


ф: Вт — RÈ, p: R” - R”. 
213 


При этом Ad представляется в существенном прежней формулой и прежнюю 
формулировку имеет теорема Нетер, хотя, конечно, детали их содержания 
H координатиая запись меняются. Напомним, что третий аргумент функции Г, 
оператор w: В* -> R”, в координатной записи является матрицей {Wih =, .. 

j=1, Ри E | 
Соотношение, выражающее теорему Нетер, имеет на этот раз вид 


где 


k ди, д 
о - У" 2 me tD У] 


Можно без труда перенести на этот случай законы сохранения энергии 
и импульса для локальных полей. 


ГЛАВА У 


УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА 
ПОЛЯ ЭКСТРЕМАЛЕЙ 


Уравнения Эйлера — специальный, хотя и очень важный с точки 
зрения приложений, класс дифференциальных уравнений. 

Тема этой главы — специфика уравнений Эйлера. Она прояв- 
ляется, с одной стороны, в том, что уравнение Эйлера можно 
привести к чрезвычайно симметричной системе дифференциаль- 
ных уравнений первого порядка, к уравнениям Гамильтона, а с дру- 
гой стороны, в Том, что существуют некоторые выделенные мно- 
жества экстремалей, поля экстремалей, геометрическая теория 
которых сыграла важную роль и в самом вариационном исчисле- 
нии, и в связанных с ним дисциплинах. Первоначально поля 
экстремалей возникли в оптике как множества лучей, которые 
следует ассоциировать с волной, порожденной, например, точеч- 
ным источником. Некоторые вопросы геометрической теории урав- 
нения Эйлера или уравнений Гамильтона излагаются по традиции 
в курсах механики. 


$ 1. Уравнения Гамильтона 


88. Преобразование Лежандра функций на В”. Пусть задана 
функция F: К”— R класса С?. Рассмотрим ее градиент УР. Ha- 
помним, что УР — отображение пространства В” в себя. Предпо- 
ложим, что УЕ — обратимое отображение и его значения пробе- 
гают все пространство В”. Введем на R” функцию G: 


С (р) = (р, у) — F (v), у= (УР) (р). 

Функция G называется преобразованием Лежандра функции F. Пре- 
образование Лежандра встречается не только в теории уравнения 
Эйлера, оно часто используется в геометрии и является одним из 
основных элементов математического аппарата такой важной физи- 
ческой дисциплины, как термодинамика. В настоящем пункте мы 
опишем основные свойства преобразования Лежандра для про- 
странства В”. 
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Пример. Пусть А — самосопряженный линейный оператор в R”. 
Рассмотрим на В” квадратичную функцию 


l 
F (v) = 5 (АУ, У). 
В этом случае УР= А. Будем считать оператор А обратимым; 
из линейной алгебры известно, что при этом его значения пробе- 
гают все пространство. Введем функцию G: 


б(р)= (р, v) — 5 (А, v), гле v= АЗ, 
откуда 


G (р) = Š (Ар, р). 


Отметим также равенство С (р) =Р (v), в котором р = Ау. 

Продолжим общие рассмотрения. Положим Ф = (УР)! и будем 
считать, что отображение Ф непрерывно дифференцируемо. Напом- 
ним, что это свойство P при Ее С? (В”) обеспечивается обрати- 
мостью оператора УР’ (v): В” R” при любом у, уе В”. При 
сделанном предположении функция G непрерывно дифференчи- 
руема. Вычислим ее дифференциал, пользуясь свойством инвари- 
антности: 


dG (р; ар) = (УС (р), dp) = (м, ар) - (р, dv) — dF (v; dv) = (v, dp). 


Отсюда следует УС (р) =у=Ф (р), так что УС =Ф. Формула УС =Ф 
показывает, что отображение УС обратимо, что его значения про- 
бегают все проетранство В” и что справедливо соотношение (VG)! = 
= УР. Благодаря этому можно ввести преобразование Лежандра 
функции G: 

| у (у, р) —С (р), где p= УР (v). 


Воспользуемся определением функции G: (v, р) — С (р) = (у, p)— 
— (р, w)+ F (м), где w =Ф (р) = (УР) 1 (р)= v. Поэтому (v, р) — G (р)= 
= F (v). Это значит, что преобразование Лежандра функции G COB- 
падает с функцией Р. Иначе говоря, двукратное применение пре- 
образования Лежандра возвращает к исходной функции. Всякое 
отображение, двукратное применение которого дает тождественное 
отображение, называется инволюцией. Таким образом, преобразо- 
вание Лежандра — инволюция. 

Легко видеть, что С «= С*(В”) и (VG)! € С1(В"-> В”), если 
Е = С?(В”) и (VF) €e Ct. Поэтому функции G и F, связан- 
ные преобразованием Лежандра, равноправны: функция G — npe- 
образование Лежандра функции F тогда и только тогда, когда 
Е — преобразование Лежандра функции G. Чтобы отразить это 
равноправие, принято говорить, что функции Е и G двойственны 
(по Юнгу). 

Выне мы убедились, что VF и УС — взаимно-обратные отобра- 
жения, так что 

УС (УЕ (\)) =У, УЕ В”. 
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Продифференцируем обе стороны этого соотношения: воспользо- 
вавшись формулой для производной сложной функции, получим 


VG’ (р) УЕ" (м) = 1, (1) 


где / — тождественное отображение R” — В”, а p H связаны стан- 
дартным соотношением р = УР (v). Итак, линейные операторы УС’ (р) 
и УР’ (У) взаимно-обратны. 

Пусть заданы дважды непрерывно дифференцируемые функ- 
ции: F: В" В и G: В" В. Будем записывать точки про- 
странства R% как упорядоченные пары (у, v), уе В*, ve В». 
Пусть функции v— F (y, v) n p—G (у, р) при каждом у двойст- 
венны по Юнгу, так что 


G (у, р) = (р, у) — Р (у, У), p= Vv (у, v). 
Вычислим дифференциал G: | 
ав = (v, dp)+ (р, dv)— (У,Р, dy)— (VF, а\) = (у, ар) —(У,Ё, dy). 


Отсюда следует, что 
VG (y, р)= — YyF (y, У). (2) 


Укажем условия, обеспечивающие обратимость отображения VE. 
Как известно, локальная обратимость отображения УЕ, т. е. обра- 
тимость отображения VF, ограниченного на достаточно малую 
окрестность заданной точки у, обеспечивается обратимостью отоб- 
ражения УР’ (У): R”— R”. Для геометрической интерпретации 
отображения VF рассмотрим в пространстве R”! график функ- 
ции F. Вектор (УР (\), —1) является вектором нормали к этому 
графику в точке (у, Р (У)). Если график функции Ё-— выпуклая 
гиперповерхность, то векторы нормали в двух разных точках этого 
графика линейно-независимы. Это гарантирует обратимость отоб- 
ражения VF. График будет выпуклой гиперповерхностью, если 
ЧЕ (у; В) >0 или dF (у; В) <0 при произвольных У и В, h0. 
В зависимости от знака график обращен выпуклостью вниз или 
вверх и функция F называется соответственно выпуклой или BO- 
гнутой. Из формулы (1) видно, что выпуклость или вогнутость 
функции F влечет за собою выпуклость или вогнутость функции G. 
Действительно, выпуклость F равносильна положительности всех 
собственных значений самосопряженного оператора УР’(у) при 
всех у, v & В”. В силу (1) собственные значения оператора УС’ (р) 
обратны к собственным значениям УР’ (У). В приложениях преоб- 
разование Лежандра часто применяется именно к выпуклым или 
вогнутым функциям. Для них можно отказаться от условия F © 
= С? (R”) и даже не требовать непрерывной дифференцируемости F. 
При этом, впрочем, приходится несколько обобщить само опреде- 
ление преобразования Лежандра. Такое обобщение часто исполь- 
зуется в геометрии и термодинамике. 

Заканчивая этот пункт, отметим, что функции Ри G, связан- 
ные преобразованием Лежандра, могут быть заданы не на всем 
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пространстве R”, а на некоторых открытых множествах D и D, 
Е: D— В, С: Dı >В, которые переводятся друг в друга отобра- 
жениями УР: ЭР; и УС: D;—>D. 

89. Уравнения Гамильтона. Пусть H (t, x, р) — функция Вх 
x В”х В" В. Уравчениями Гамильтона, или каноническими 
равнениями (Гамильтона), называют систему дифференциальных 
равнений вида 


F(= VH (t, t6), g), #@Ф=р— VH (t, 19, g6) 


для пары вектор-функций (f, 5). Функция H, определяющая урав- 
нения Гамильтона, обычно называется функцией Гамильтона, или 
гамильтониачном. Пусть функции H (t, x, р) и L(t, x, v) при 
фиксированных Ź и X как функции последних аргументов двойст- 
венны по Oury. В этом случае уравнения Гамильтона эквива- 
лентны уравнению Эйлера Г.[=0. Эквивалентность означает, 
что функция { удовлетворяет уравнению Эйлера тогда и только 
тогда, когда {— первая координата пары ({, g), удовлетворяющей 
уравнениям Гамильтона. 

При установлении эквивалентности решению Ë уравнения 
Эйлера сопоставляется пара (f, g), где 


g (6) = УГ, (t, (£), Ё (£). 
Инволютивность преобразования Лежандра дает 
Р (2) = VH (t, î (t), g (6), 


что совпадает с первым уравнением из системы двух уравнений 
Гамильтона. В силу уравнения Эйлера 


= УЕ, ЕО, ГО. 


Если учесть формулу (2), это соотношение совпадает со вторым 
уравнением из системы уравнений Гамильтона 


Итак, уравнения Гамильтона получены как следствие уравнений 
Эйлера. Обратив приведенные рассуждения, получим уравнение 
Эйлера как следствие уравнений Гамильтона. 

Функция Лагранжа L и функция Гамильтона H одновременно 
зависят или не зависят от первого аргумента, так как [,=— H.. 
В силу теоремы Нетер для не зависящих от é функций Лагранжа 
уравнение Эйлера имеет первый интеграл вида 


Я (t, x, \)=— L(t, x, v)+(v, У, (t, x, v)). 
Записанный в терминах пары (f, 5), этот интеграл превращается 
в функцию Гамильтона H (t, x, р), которая, таким образом, 


является первым интегралом уравнений Гамильтона. Впрочем, 
из уравнений Гамильтона следует формула 


FH, tO, 80) = НЕ, 10, 80), 


так что тот факт, что не зависящая от £ функция Гамильтона — 
первый интеграл уравнений Гамильтона, легко выводится и без 
ссылки на теорему Нетер. Проверим последнюю формулу: 

а , 

g P (6, КО, g) =Н:(.. + (У»Н (...), Г (6) + 
HYH (...), g (0) =H: (.)— (E (8, PHE (i, g (6) =Н, (...). 

В п. 48 был выделен класс так называемых натуральных 

систем, функция Лагранжа которых имеет вид L=T — U, где T 
(кинетическая энергия) является квадратичной функцией скорости, 


а U (потенциальная энергия) не зависит от скорости. Для системы 
с п степенями свободы 


T(t, x, У= (А, ху, v), U(t, x, =U (t, x), 


причем A(t, х) — самосопряженный оператор в R”, который мы 
дополнительно будем считать обратимым. Для такой системы 
VL (t, x, у) =У,Г (t, X, У), поэтому можно воспользоваться вычис- 
лениями из примера п. 88: 


H (t, x, р) =Т(Ь, x, У-НИ(Е, x), где p= A (t, ху. 


Таким образом, функция Гамильтона подобной системы равна 
сумме кинетической и потенциальной энергий. Если A(t, х) — 
тождественный оператор, то 


L(t, x, V=5;lv?—U (t, x), H(t, x, р) =5IPP+U (t, x) 
и уравнения Гамильтона имеют вид 
Р =g, g = — V,U (t, Ю. 


Задавшись функцией H на Вх R”x В”, рассмотрим интеграль- 
ный функционал 


Л =\, [(& (0, OAH (t, Е, 5 (0) 41. 


Функционал J будет рассматриваться на множестве | функций 
(1, g): A —> В”х В”, удовлетворяющих условиям Те С! (А > В”), 
сеС(А- В”). Норму элемента (f, g) следует задать формулой 


(В, Эр, 18 lc- 


Непосредственно видно, что уравнение Эйлера для функционала J 
совпадает с уравнениями Гамильтона 


6/ Г, j ôJ i; 1 
e8 yH=0, e VH =. 


Обсудим связь между функционалом J и функционалом /: 
IA =\2(Ь E, Ё (0) а. 
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Выше была установлена эквивалентность уравнений Эйлера для J 
и / при соответетвии 


f< (f, g), где g(6) = VL (t, ЕО, Г (1). 
При этом же соответствии имеет место равенство 


IÈ) =J 5). (3) 
Действительно, 


(р, у) — H (t, x, р) =L (t, x, v), если p= VyL (t, x, v). 


Поэтому 
JE, D= LE 1 (0, Г (0) 4 =1 (9. 


Как следствие, равенство (3) выполняется, если 1 — решение урав- 
нения Эйлера. Функционал J содержит производную Г линейно, 
поэтому он не может иметь точек экстремума (см. п. 21). Экст- 
ремальная задача для функционала J, эквивалентная экстремаль- 
ной задаче для функционала [, выглядит довольно своеобразно. 
Она состоит в следующем. Вначале при фиксированной функции f 
ищется точка максимума функционала J (f, g) по аргументу g. 
Она удовлетворяет соотношению 


1 E 8) _ w e 
TT (t) — VoH (t, Г, 5) =0, 


которое можно решить относительно g: 
(= VL (t, f, Г). 

В точке максимума J (f, 5) = 1 (Î). Разыскивая далее точки мини- 
мума dJ (f, 5) при найденной связи между Ги g, получим точку 
минимума функционала /. Мы не будем останавливаться на точ- 
ном выяснении условий, при которых справедливо описанное 
выше соотношение между экстремальными задачами для функцио- 
налов J и Í. 


Отметим еще, что уравнение Эйлера L[f]=0 эквивалентно 
системе уравнений 


| t, f, - УФ f f) =0, 
-hsb 


Если оператор VyLy (t, X, V) не вырожден, предложенная система. 
эквивалентна уравнению Эйлера для функционала 


J, D= aVL В), PiL, f, f)at, 
которое содержит два соотношения 
У, БВ, 6.) 49.6 (.)=0, 


Jı (В В) K f1) = Wyka (t, A î) (Г са |) а 0. 
1 
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На парах (f, į) вида (f, Г) функционал J} сводится к функцио- 
налу F: dil, Г) =Г (У. 

90. Канонические преобразования. В гл. ГУ были рассмотрены 
преобразования /-»>/Т функционала [, порождаемые нреобразо- 
ваниями T пространства В”+ точек (&, x). Переход к функцио- 
налу J открывает новые возможности. Аргументом функционала J 
является пара функций (f, g), благодаря чему можно расематри- 
вать преобразования J— JP функционала J, порождаемые npe- 
образованиями D более обширного пространства В?”+1 точек 2 = 
— (t, x, р). Другими словами, в уравнениях Гамильтона можно 
‘делать замену переменных, перепутывающую координаты X и р. 
Общий интегральный функционал J на множестве пар (f, 5) имеет 
ВИД 


J (1,5) =\\ M(t, f(t), 5(1), Y (£), g (£) dt, 
где М (t, x, p, у, г) — функция на RXR”xR”xR”x R”. Введем 
координаты отображения D: D (2) = (ф (z), p(z), Х (2)). Преобразо- . 
ванный функционал JP согласно п. 79 дается формулой 
12 (4, g)= | MP (t, E(t), 80, t (£), g (9) dt, 
где 


МР (f, X, P, V, r)=M|9 (2), ар (2), y (2), 
PEPEE БУГ _ 
ф/-- Фху- Фрг ’ орех ФФУ ФГ |= 


d $ (1, м, 
=M(9 (2), $ (2), % (2), И 


ах (2; (1, т, г)) | 
ар; 0, v, гу) 19 E O, У, D). 
Для функционала J, связанного с каноническими уравнениями, 
функция М имеет специальный вид: 


М (t, X, P, У, г) = (р, V-A, X, p) = (P, v)— H (2). 


В этом случае 
M’ (i, 2, D Vy, i= 
db (z (l, v, r | 5 
55 (xo, TEG )—HD (2) || do (z; (1, v, г)) | = sign dọ (z; 
(1, v, г)) [(x (2), dp (z; (1, v, r)))— H (D (2)) dọ (2; (1, v, r))]. 

Если преобразование D переводит кривую Y, которая является 
графиком вектор-функции (f, 5) : А— В”Х В”, в кривую YP, KOTO- 
рая является графиком некоторой вектор-функции (ÈP, gP): AP —> 
— R” x В”, то знак o=signdọ (t, Т(0, 5(1; 1, Г (0, 5' (1) не 
зависит от {. 

Преобразование (x, р) —>К (x, р) = (ф(х, р), y(x, р)) простран- 
ства R”x В” называется каноническим, если существует такая 
функция X (x, р), что выполняется соотношение 


(и, 49) = ©, а +ах. 
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Для того чтобы существовала такая функция У, необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялись соотношения 


| Ži зи (Xex; Prz, — {kx Pex) = 0, 
У = (длрйфьр, — Xeo ;Prp)= 0, 
2i =| (Xen Prz, pe Хх Фар, ) = Ôj. 


Нетрудно проверить, что эти условия соответствуют симметрич- 
ности производных 


Хнх, вы тт Ур, к Ур,» Ура», iji xp, 


и тем самым должны быть известны читателю как условия суще- 
ствования функции У. 

Предположим. что преобразование D имеет вид D (г) = (t, ф (2), 
y (2)) и при каждом Е является каноническим преобразованием 
пространства В”х В”. Это значит, что, существует функция S (2), 
удовлетворяющая соотношению 


В таком случае 
(x, 4$) —Н (D (2)) dọ = (x, p:) dt + (р, ах) + dS — S; dt — 
— H (D (2))dt = (p, dx)— H? (z) dt+4S, 
где HP (2) = H(D(2))+ S: (г) — (х (г), фи (2). При этом 
J? ( g) =50\, [E (0, T (0) — HP (t, f, g)+dsS (t, f g; 1 t. g)]dt = 
=0{| E0, Р (0) H? (tt, t, 8] 4+ $ (t, #00, gla} 
Присутствие функции S не влияет на вид уравнения Эйлера. 


Уравнение Эйлера для функционала JP, так же как и для функ- 
ционала J, является системой уравнений Гамильтона 


Р = VH? (t, f, g), g' =— У,НР (t, i, g). 


Примеры. 
1) Обозначим через СП п-мерное комплексное векторное пространство, эле- 
ментами которого являются последовательности © = (с1, ..., Cn) п комплексных 


чисел. Формула с=х--ф, в которой x, p & R”, устанавливает взаимно-одно- 
значное соответствие между С” и Вп”х В”, при этом х и р следует рассматри- 
вать как элементы C”, имеющие вещественные координаты. Условимся писать 
х=Кес, р= пс. Пусть И —унитарный оператор в C”, т. e. комплексно- 
линейное отображение Сл - C”, удовлетворяющее соотношению 


(Uc, Че) =, =) 
где с, с’ С”, а скалярное произведение на С” считается заданным обычной 
формулой (с, а Cii. Отметим, что 
(х-- №, x’ +ip)=[(x, x)+ (р, р’) -НЕ р, х’) — (x, ph] 
Оператор U порождает оператор К в пространстве В”х R”: 
К (x, р) = (Re U (х-- р), Im U (х-- ip)). 
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Убедимся в том, что К — каноническое преобразование: 
49-54, DESI 0 — 41 
= 4, + Im Hig dpt idy) = 
= s d (х, p) + Im (U (x+ip), U (dx +idp)) = 
= 49 +5 maip, datid = 4, Y) + 
+5 [P 9—6, 42)1-= 5-41, Ф— ©, ЭФ, dx). 


При п=1 И=е@, где хе В, Оператор К пр дставляет собою поворот 
плоскости RX R = В?: 


К (x, р) = (cosæ х — sin& р, зта х - соза р). 


При а=5 К (x, р) =(—р, x), так что преобразование К меняет ролями 


координаты вектора (x, р). 
2) Преобразования p пространства В” порождают специальный класс KaHO- 
‚ нических преобразований К: 


К (x, р) = ($ (x), ф’* т (x) p). 
Здесь 4’ (х) — производная отображения þ в точке X, т. e. оператор в В”; 
4р’* (х) —сопряженный оператор; ptT (х) — оператор, обратный K p'* (x). To- 
кажем, что К — каноническое преобразование: 
С, а) = (ф* "р, p E) ах) = (ф'* (x) p * Фр, ах) = (р, dx). 
Подобные канонические преобразования К называются координатными. 
Преобразование p порождает преобразование пространства R” : T (t, x) = 


= (#, 4 (х)). Ему соответствует преобразование функционалов: I — I T. Если 
перейти от функционала I к функционалу J и аналогичным образом от функ- 


ционала IT K функционалу, зависящему OT пары (f, 5), который мы обозначим 


ГТ), то окажется, что JD =JP, где D (t, x, р) = (Е, К (x, р)). Предоставляем 
читателю проверить это утверждение самостоятельно. Если p= А — линейный 
оператор, то К (x, р) = (Ах, А*-1р) = (Re U (x+ip), ImU (x+ip)), где U (x+ 
-+ 2) = Ах 1А*—1р. Если А — ортогональный оператор в R”, т. e. (Ах, Ах’) = 
= (x, x’), то И — унитарный оператор. | 


91. Теорема Нетер. Зададим функцию S: В?”+1 -> В и сопоставим 
функционалу 
функционал 

deti, =\, [(©, Г) > H (t, f, 5) +45 (t, f, g; 1, ГР, 5')] 41. 


Теорема. Если функционал Js инвариантен относительно Npe- 
образований Da (2) = (Фо (2), Pa (2), Xa (2)), Do (г) ==, пространства 
R x R” x R”, зависящих от параметра a = В, т. e. 72% = Js, mo 


функция 
|(, Ре. аи: (2) Set - 45 (z: | 
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— первый интеграл канонических уравнений 
г = VA (t, f, 5), g = — V:H (t, Î, g). 


Сформулированное утверждение есть не что иное, как теорема 
Нетер п. 80, примененная к функционалу Js. Действительно, если 


L (t, X, У) = go (t, x) + (gı (t, x), v), 
где go: RXR” —R, g: RxR”—R”, то 
Н (t, X, У) = — g(t, x), р (1, X, У) = 5; (1, x). 


Если соответствующий функционал [ инвариантен относительно 
преобразований То (1, х) = (фо (É, X), Pa (É, х)), то согласно теореме 
Нетер п. 80 функция 


дфа (t, x до, (É, › 
[eo t, D E (а, t, x), SE) 


— первый интеграл уравнения Эйлера для функционала /. B cny- 
чае функционала Js роль x играет пара (x, р), роль у — пара 
(у, г), роль L— функция М: 


М (t, x, p, у, r)=— H (t, x, р)- $5, (t, x, p+ 
+(Pp+VYzS (f, x, р), у) + (Ур5 (t, x, p), г), 
линейная относительно (V, г), наконец, роль То играет преобра- 


зование Da. Первый интеграл уравнения Эйлера для функционала 
/; имеет вид 


[H oS e e py 5) awae) y 
F № a 2), ta a | 
= |(p, dpa we) Toas (z; ta hao’ 


YTO и утверждается в теореме. 

Замечание. Теорема Нетер для функционала / также может 
быть обогащена за счет добавления к функции [, полного диффе- 
ренциала, однако в приложениях надобности в подобном обоб- 
щении Е обычно не возникает. 


@—0 


Пример. Пусть L (Е, x, у) =—- 5 Ух |2 — функция Лагранжа п-мерного 
гармонического осциллятора. Действие 
по | ПРО #1024 
инвариантно относительно преобразования T (t, x)= (Е, Ах), где А — ортого- 
нальный оператор в В”. Как следствие, первым интегралом уравнения Эйлера 
является функция (у, Ах), где Å= = А (œ) |. K а А (œ)—nymob во множестве 


ортогональных операторов, р Ш. условию А (0) =Г. Множество 
производных А совпадает с множеством антисамосопряженных операторов 
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в №": (4)* =— А. Соответствующая функция Гамильтона имеет вид H (&, x, р) = 


= F | pl? +5 |x|2?. Ей отвечает функционал 
| l E ; 
16 g= f [e n-gdeHeD |a 
Пусть S (2) = — г (х, р), тогда 


0 |, (© Ю- в Ия Рае 
= |, бт, Ге’) Re f+ ig 8} dt. 


Функционал J, инвариантен относительно преобразований D (2) = ($, K (x, р)), 


‚ где К — линейное преобразование, порожденное ‘унитарным оператором U в Сп. 
Согласно теореме Нетер, функция 


(P Ве0 (х--)) E ШО aip) (Веб (xip), p= 


e= — > Im (x-+ip, О (x +ip)), 


где Ú =- си (9) | prr a U (@œ@)—nymob в множестве унитарных операторов 


(U P peui интеграл уравнений Гамильтона. Множество операторов U 
совпадает с множеством антисамосопряженных операторов в Сп: (Ù)* =— Ù. 


Если U (х-- $) = Ах-ЕЕАр, то — — Im (x+ip, О (x+ip))=— (p, Ах). Это уже 


известный первый интеграл. 
При n=] оператор А тривиален: А=0, а оператор U имеет вид (== =, 
ае R. В этом случае 


м a Im (x+ip, Ù (x +ip) =a 5 (+p). 


Полученный интеграл — энергия. При n=2 с точностью до числового множителя 


| о 1 
А=( Ji 


Соответствующий первый интеграл 9х. — UX; известен в механике как KOOP- 
12 — 92 

дината момента импульса. Операторы вида U при n=? образуют четырехмер-. 

ное вещественное векторное пространство. Базис в нем может быть выбран из 


операторов 
r gi о) ( —. от 
рае в a * l: 0/’ $ т 


‚ Им соответствуют — 
РА 1 
5 (хер), 5 (яр) —5 (3-23), XPa — PiX, X1% -+ PPa 


Последний из них специфичен и не допускает стандартной механической интер- 
прегации. | 


92. Преобразование Лежандра функции, заданной на поверх- 
ности. Пусть M — Е-мерная поверхность в В”, | << п, точки 
которой характеризуются уравнением с (у) = 0, где g: В" - В! 
[=п— А, — гладкое отображение, причем оператор в’ (У) ве вы- 
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рожден в каждой точке уе М. Каждая точка а= М обладает 
окрестностью U c В”, в которой М допускает следующее описа- 
ние: существуют такая окрестность И, нуля в касательном про- 
странстве М. и такое гладкое отображение ф: И. — М: (МЕ, как 
обычно, — подпространство в В”, ортогональное к Ма), что точки 
УЕМПИ характеризуются уравнением у = $, где ф(&) =а-- 


ЕТО) €U, причем ф (0) =0, $’ (0) = 
п. 36 было установлено, что с. описание поверх- 


р М возможно в некотором цилиндре у—а=у=ё- т, где 
S&U, < Ма, NEU, Ц, — окрестность нуля в пространстве Мг. 
Указанный цилиндр содержит окрестность точки у=0 в прост- 
ранстве М, х MŁ. Это следует из оценок 


| м. = < (15 [м a Нм Ты, хм, 
In] м1 =! $ Ем aX M1? | 


которые показывают, что при малой норме | 5-м „мт Малы 
а а 


нормы координат. Благодаря эквивалентности норм в конечно- 
мерных пространствах (п. 29) всякая окрестность в пространстве 
М, х MŁ содержит некоторую окрестность в R”. | 
=- Различные отображения © могут задавать одно и то же MHO- 
жество М. Касательное подпространство Ма и отображение ф не 
зависят от выбора g. В дальнейшем мы будем иметь дело с самим 
множеством М и не будем фиксировать отображение g, предпо- 
лагая, однако, что подходящее g существует. | 
Напомним, что Е = (п — /)-мерное подпространство Ма по опре- 
делению состоит из векторов &, удовлетворяющих уравнению 
8’ (а) &=0; [-мерное подпространство М: состоит из ‘векторов M, 


ORO TÉOp rk соотношению (N, 9 =0, где & = Ma. Всякий 
вектор вида g'* (а) ^, ^ = В!, принадлежит Mż: | 


(g'* (а) ^, 5) = (4, g' (а) 5) =0 
Произвольный вектор че М: также может быть представлен 
в виде g'* (а) А. Это следует из невырожденности g' (а): благодаря 


невырожденности матрица оператора ©’ (а) имеет ранг l, такой же 


* 
ранг имеет транспонированная матрица (матрица оператора 5’ (а)).. 
следовательно размерность подпространства векторов вида N = 
= g'* (а) À, à В, равна l и тем самым такие  исчерпывают MŁ. 


Будем говорить, что функция Г: М-— R —гладкая функция 
(на М), если при каждом a М. композиция. [,-ф — гладкая функ- 
ция на И! >В, т. e. [-ф = С’ при некотором подходящем г, г = 
= |1, 2,... Дифференииалом АмГ. (а; &) функции L в точке а == М, 
отвечающим вектору & = Ma, назовем число 


dmL (а; 8) =d (L $} (0; 5). 
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Градиентом функции L в точке а назовем вектор У мГ. (а) = Ма, 
(однозначно) определяемый равенством 


dyL (а; $) = (Ум (а), 5); 
здесь (., .) —скалярное произведение в В”, ограниченное на Ма. 
Если [Г — ограничение на М гладкой функции, заданной перво- 
начально на В”, то [. —гладкая функция на М, при этом 


dmL (а; &)= Г (а; $), & = Ma, 


и Ум/, (а) — проекция вектора VL (2) на подпространство Ma. 
Преобразование Лежандра сопоставляет функцию H: В"- В 
поверхности М и функции L: M —> 
— В. Рассмотрим прежде всего от- 
ображение Т, заданное формулой 


р= (v, в) = УмрЁ (У) | um, (4) 


‘ге ум, p& M; (рис. 20). 
Отметим, что слагаемые справа 
ортогональны. Если отображение 
Т обратимо, то на множестве его 
значений можно определить функ- 
цию H: 

Н (р) = — 2 (\) +, у). (5) 
_В этом определении у следует 
считать выраженным через р. Рис. 20. 

Отображение T обратимо лишь 
в исключительных случаях. Однако оно нередко становится об- 
ратимым, если ограничить его на подходящее подмножество 
аргументов (Vv, u). | 

Пример 1. Пусть 


М = (1, va) ПУ|=1, > 0} 


— полуокружность радиуса 1 в В?. Введем на М в качестве 
параметра полярный угол ф, отсчитываемый от точки (1, 0) 
в направлении точки (0, 1). Рассмотрим на М функцию L, пола- 
raa [, (ф) =ф. Легко видеть, что 


V mL (ф) = (-— sin ф, cos Ф) 

(рис. 21). Множество точек р = Ум[. (ф) + и при заданном ф — 
прямая, которая касается окружности |У|!=1. Вектор u имеет 
вид и =т (с0$ф, sing), теЕК. Ясно, что отображение T не обра- 
тимо. Если ограничить его на множество аргументов (ф, и), 
которые характеризуются условием т >0, то отображение станет 
обратимым. Его образ (множество значений) ясен из рисунка: 
он заметается лучами, которые касаются окружности |у|=1| 
в точках с положительной координатой Və. 

Условимся ради краткости опускать все оговорки относительно 
областей определения отображения T и функции H. Зная финк- 


gL EE 
NT 
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цию H, можно обратить отображение T, восстановить поверх- 
реа M и функцию L на ней. Вычислим дифференциал функ- 
dH = (— УмЕ (v), ау) - (ар, v)+ (р, dv). 
Здесь у следует рассматривать как функцию от р, при этом 
ау = Му. Воспользуемся определением р, тогда 
dH = (ар, v)+ (и, ам) = (dp, v). 
В последней формуле учтено, что (и, АУ) =0. Итак, 
УН (р) =. | (6) 
Полученный результат означает, что, зная H, можно обратить T 


(пор и V немедленно вычисляется и) и найти поверхность М 
как множество значений градиента Н. 


В U2 Fá 


/ 


Pi 


КАК 
Sr 


Рис. 21. 


Покажем, что функция L также может быть восстановлена 


по функции H: 
ГУ =—Н (р) (р, у); 


из правой части р следует исключить с помощью соотношения 
v= VH (р). Согласно определению H 


— H (p)+ (р, vV) =—[— См), м)] Еф, у). 


Справа w следует выразить через р с помощью равенства р = 
= Ум/. (м) и, а затем р должно быть исключено с помощью 
равенства v= VH (р). Сопоставление этих равенств дает у=м, 
пеэтому —Н (р) -Е (р, у) =L (w)= L (v), что и требовалось. 
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Пример 2. Построим функцию Н для рассмотренного выше примера 1: 
H (р) =— L (v) + (p, у) =— p+ (p, (cos, sin ọ)). 


. Точку V или, что эквивалентно, угол ф следует исключить с помощью соот- 
ношения 


p= (— sin ф, созф) + т (с0о$ф, sin ọ). 
Отсюда следует, что (р, (coso, sin Ф)) =T, поэтому H (р) =— ф-т. Предпо- 
лагая, чтот> 0, выразим ф и т через р. Имеем |p= 1 - т», (р, (— sing, созф)) =1, 
откуда T= (| p |? — 1)™⁄2, |р| sin (р —ф) =1, где p=arctg pa/pı — полярный угол 
точки р. Окончательно H (р) = arcsin | р Г — yY (р 2 — 1)*/2. 


93. Характеристические свойства функции H. Функция H, 
возникшая в конструкции, которая была описана в предыдущем 
пункте, обладает следующими свойствами: | 

|. Множество значений градиента VH совпадает с множеством 
точек некоторой поверхности М. Иными словами, функция Н 
удовлетворяет дифференциальному иравнению вида 


g(YH)=0, в: В" В. с 
2. Равенство 
VH (р) =УН (p +v) (8) 


возможно тогда и только тогда, когда v = Му, где у=УН (р). 

В самом деле, по построению: р =Т (v, и) = Ум[, (У) ци, ие 
Е Mè. Но тогда р *= У мг, (\) + (и м) =Т (v, в-- У). Следова- 
_ тельно, векторам р и р- м, где = Му, а v=VH (р), соответ- 
ствует в силу обратимости Т одна и та же точка у, поэтому 
УН (р) =УН (p +v). Обратно, если VH (р) = VH (p +v), то в силу (6) 
p=T (v, и) и p+y=T (v, w), где у=УН (р) и u, w = M}. 
Подробнее: p= VmL(v)+u, p+y=VyuL(v)+u, так что v= 


=w — uE My. 
3. Справедливо соотношение 
H (р у) =Н (p)+ (v, v), (9) 
где v=VH (р), a ve Mè. 
Действительно, H (р \) = — L(w)+(p+vy, w), где w должно 


быть выражено через р с помощью равенства р v = УмД. (м) - и. 
Из последнего равенства следует w = VH (р \). В силу 2 м = 
= VH (р) =у, поэтому р = Ум. (У) - и. Следовательно, H (р--\) = 
= — L (У) + (р, у) - (v, у) =Н (p)+ (v, У), что и требовалось. 

Свойства |, 2 и 3 не независимы. В частности, из | следует 3, 
иными словами, всякое решение дифференциального уравнения (T) 
удовлетворяет соотношению (9). Достаточно доказать этот факт 
при [=1, т. e. в том случае, когда М — гиперповерхность. Дей- 
ствительно, допустим, что из скалярного дифференциального урав- 
нения © (УН) =0 следует, что 


H (р-- у) =Н (p)+ (v, v), (10) 
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где v e mt, v= VH (р), т, — касательное подпространство к гипер- 


поверхности M с уравнением g(v)=0. Обращаясь к общему слу- 
чаю, заметим, что из уравнения © (УН) =0О ‘вытекает скалярное 
уравнение / (о (УН))=0, в котором À — произвольная линейная 
функция В!’— R. Подпространство m} для этого уравнения 


состоит из векторов (Àg' (v))* t= g'* (v) A*t, t& R. Так как Ле 
= R’, то подобные векторы образуют одномерное подпространство 
в Му. Для таких векторов справедливо соотношение (10). Благо- 


_ даря произвольности А оно верно для веех = Му. 

Вывод соотношения (10) для скалярного уравнения будет 
приведен ниже в п. 105. 

Из свойств 1 и 3, т.е. в конечном счете из свойства 1, 
можно извлечь соотношение (8), т. е. достаточность условия 


у= М; в свойстве 2. Для этого следует продифференцировать (9) 
по ри учесть, что dv (р; h) Е М, в силу 1: 


dH (ру; п) =аН (р; В) - (dv (р; В), у) =аН (р; h), 


тем самым VH (р \) =УН (р). Необходимость условия в свойстве 2 
не зависит от свойств [ и 3, эта необходимость есть фактически 
условие некоторой невырожденности стображения p— VH (р). 
В приведенном выше доказательстве необходимость была полу- 
чена как следствие обратимости отображения Т. 

Каковы характеристические свойства функции Н, возникающей 
в рассматриваемой конструкции? Если отвлечься от описания 
области определения и свойств гладкости, то функция Н вполне 
будет характеризоваться двумя свойствами: 

1’. Множество значений градиента VH совпадает с множеством 
точек некоторой поверхности. М. 

2’. Отображение p—>VH (р) не вырождено в том смысле, что 
u3 равенства VH (р-- \) =УН (р) следует уе Му, у=УН (р). 

Выше мы видели, что из |’и 2’ вытекает | —3. При восста- 
новлении функции L по функции H была использована процедура 
исключения р из выражения — Я (р) - (р, у) с помощью соотно- 
шения v= VH (р). Она корректна, т. e. приводит к вполне опре- 
деленной функции от у, если выполняются 1’ и 2’. В самом 
деле, соотношение V= VH (р) в силу 2’ определяет р с точностью 


до слагаемого ие М; : p= ро- и. Подставим результат в —Н(р) 


+ (p, v): 
— H (po в) + (Potu, v) =--Я (ро) — (u, v) + 
Е (Ро u, у) =— H (Pa) + (Po, V). 


Проведенное вычисление (в нем было использовано свойство 3— 
следствия l’ u 2’) показывает, что процедура, которую мы обсуж- 
даем, действительно корректна. 

. Отправляясь от функции H, удовлетворяющей условиям 1" 
и 2’, построим функцию ГД: Г, (У) = —Н (р) -- (р, у), у=УН (р). 
Несложно проверить, что H — преобразование Лежандра функ- 
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ции L, заданной на М. Поэтому 1’ и 2’ — характеристические 
свойства функции Н. | 
Преобразование Лежандра функции [:М-— R может быть 
описано несколько иначе, если функция L первоначально задана 
на В”, а затем ограничена на М. Будем считать, кроме того, 
что фиксировано отображение g, характеризующее М. Исходным 
при построении преобразования Лежандра является отображение 


(v, A) —>p=VL (v) +g” (v) ^, (11) 


væ В”, ле В!. Векторы Ум[. (У) Ри и VL(v)+g'* (У) ^ совпа- 
дают, если и=\У,[. (У) 0”* (У) А, где У,[ (У) — проекция VL (у) 
на. Му. Введем функцию | 


H (р) = — L (У) Еф, v), 


исключая из правой стороны У с помощью равенства р = VL (у) +- 


+g” (м) À. Это равенство определяет ту же точку у, что и pa- 
венство р = Ум. (У) + и, поэтому построенная функция совпадает 
с функцией Н, введенной в п. 92. | 


В заключение укажем условия локальной обратимости отображения (ll). 
Для этего целесообразно распространить указанное отображение на В" ЖВ/, 
допелнив его условием g (у) =0 Если отображение | 


(у, A) — (VL (М - 5” (v) à, g (v) (12) 


обратимо в некоторой окрестности точки (у, à) = МХ В+, то в некоторой 
окрестности этой же точки обратимо отображение (11). Производная отобра- 
жения (12) в точке (у, ^) — оператор R” x В! > R?” x В. Матрица этого ones 
ратора имеет вид 


l 
Ere M+ 2-1 Àm8mo;o; v} {ло h, 
{бро (v) 0 
Если она обратима, то согласно теореме об обратной функции в некоторой 


окрестности точки (у, А) обратимо отображение (12) и, следовательно, ото- 
бражение (11). Выписанная блочная матрица заведомо обратима, если 


cet [ор (v) + b ba ^ тбто ро (9) = 0 


И |Ело, (у) } — матрица ранга l (см. лемму п. 79) 


94. Уравнения Гамильтона для задачи Лагранжа. Задача Лаг- 
ранжа, которая была изучена в $ 2 гл. Ш, состоит в отыскании 
точек экстремума функционала 


(= fa Let, К, Г (0) dt, 


ограниченного на множество M <= C? (А — R”), точки È которо!-^ 


выделены условием 
F(t, i, Е (0) =0, 
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_Ер— заданная функция АхвВ”х В”-— В!, [< п. Точки экстремума 
удовлетворяют соотношениям | 


В =0, F(t, f, Г) =0, (13) 


при этом [л (Ь x, у) = (t, x, v) + (å (t), F(t, x, v)) и А- подхо- 
дящая функция А- В'. Выписанная система используется как 
для отыскания №, так и для отыскания А. Так же как и урав- 
нение Эйлера, она эквивалентна некоторой системе канонических 
уравнений. 

Рассмотрим функцию L как функцию от третьего аргумента у, 
считая Г и X фиксированными. Ограничим ее на (п — 1)-мерную 
поверхность Mix, точки которой удовлетворяют уравнению 
F(t, x, У)=0. Построим функцию H (t, x, р) — преобразование 
Лежандра функции L(t, x, -), ограниченной на Mix. Система 
канонических уравнений 

г =У,Н (t, $, g), g'=— V,H (1, f, g) 


эквивалентна системе (13). 

Первое из уравнений канонической системы согласно свой- 
ствам преобразования Лежандра означает, что F(t, f, Г) =0. 
Кроме того, из этого уравнения следует 


2 =VL(t, f, РЕ, (t, В Г))* A(t), 
где ^— некоторая функция A— R’. Введем отвечающую ей функ- 
цию [Гл (, x, у) = АД (t, x, У) (АО, F(t, x, v)). Тогда 
g = VL (f, f, Г). 

_Вычислим градиент V:H (t, x, р). Используем определение H: 
Hx, (t, X, р) = — Lx, (t, X, v)— Ly (t, X, v) Ve; + У}, PU = 
=— Lx, (t, X, VF Aak En a (t, X, v) AmUj xi. 

Векторы V и А определяются вектором р: 
P= У, (t, x, у) + (Fx (t, x, v))* À, 
и при фиксированных É р зависят OT X. Именно эта зависимость 


и подразумевается в приведенной выкладке. Так как F(t, x, v) = 
= 0, TO 
Етх, (t, x, a aaa F mo, (1, x, У) 01, =0, 
поэтому | 
H, (t, x, р) = — Ls, (t, x, У) — Ут АтЕия, (t, x, У) 
HJIH 
VH (t, X, р) = — Vzla (t, X, У). 


Yurem, что при x=fÎ(ć) и p=g (1) справедливы соотношения 
У=Г(Й и A= À (1). Это замечание и только что доказанная фор- 


234 


мула позволяют придать второму уравнению канонической 
системы следующий вид: 

= Ул СГ) 
откуда 


СУ (В Р) = Ул (t, В P), т.е. ШО. 


Рассуждения, которые привели от канонической системы к си- 
стеме (13), обратимы. Итак, каноническая система действительно 
эквивалентна системе (13). 

В изложенных построениях предполагалось, что связи него- 
лономны. Если связи голономны (или частично голономны), то 
их следует заменить неголономными, продифференцировав полным 


образом по 1. От евязи Ё (t, 1(1)) =0 следует перейти к связи 
РР =РЕ(Ь (M+ F(t, 1 (9) F(t) =0. 


Av 


При этом вектор-функция F окажется первым интегралом KaHo- 
нической системы 


Fitt, Г-Н РЕ (t, 10) VH (t, f, 8) =0. 


Последнее соотношение выполняется, ибо, как установлено выше, 
О a 


Пример. Пусть функция L обладает свойством однородности 


Е, к =, м. ЕВ. 
Дополним уравнение L [| =0 связью L (t, f, Г) =1 (см. по этому поводу п. 76). 
Уравнение Ly [f] =0 имеет вид 
(ЕН, В РО 


В п. 73 было показано, что (L [f] (0, Г (1) =0и L (£, х, У) = (У, VLI № v)), 
поэтому Ё (Е, f, Г) A0, откуда Tko. Это значит, что уравнение Ly [f] =0 
совпадает с уравнением (1 +A)L [| =0. Таким образом, при А ==—1 система 


Е ОЕ ы 
Бо Е У МЕ 


эквивалентна системе 


Для перехода от последней системы к канонической выполним преобразование 
Лежандра функции Г.) (1, x, :), ограниченной на гиперповерхность М, „= R”, 


состоящую из точек, удовлетворящих уравнению L(t, x, у) =1. Рассмотрим 
преобразование 


(у, А) — p=V,L(t, x, У НАУ, (Е, x, у) =V L (t, x, v) (+A). 


Допустим, что это преобразование обратимо. Так как (p, v)=(l и x. 
x (V; VL (Е, x, v))= (1 +A) L (t, x, v)=1 +À, то | 


H (t, x, р) =— L (t, x, y+ (p, У) =^А. 


При обращении отображения (v, À) —>p число А оказывается функцией от 
t, X, P. 


233 


Если L(t, x, У) =(А (ć, x) v, У)12, то p= (А (t, x) у) (1 +A). Следовательно, 
(А-1 (1, x) р, р)=(1--^), Ttak что А=—1-+ (А (t, x)p, р)!/2 и v= 

= (А (Г, х)р, р) ' А-а, х) р. 

В связи с рассмотренным примером следует обратить внимание на тот 
факт, что сама функция [. (#, x, -), до ограничения на поверхность М, 


не допускает преобразования Лежандра, ибо отображение v— VL (1, x, ее 
однородное отображение степени 0: V L (Е, x, kv)=V,L (1, x, у) вп k. Эквива- 


лентный, но по форме другой подход к каноническим уравнениям для одно- 
родной функции L будет‘ изложен в $ 2. 


95. Новая версия преобразования МЛежандра и уравнений 
Гамильтона. Дадим новую версию преобразования Лежандра для 
функций на R”, которую можно перенести на отображения 
Е: Е — R, E — нормировачное пространство. В этой версии вместо 
отображения VF: R” -> R” рассматривается отображение РЁ’: R” — 
— (В”), а функция G:L(R”)—R, преобразование Лежандра 
функции Е, определяется формулой 


С (ру =р (v)—F (v), у=(Р)-(р). _ (14) 


Так введенное преобразование Лежандра по-прежнему остается 
инволюцией. Это утверждение подразумевает прежде всего, что 
L (1. (В”)) = В”. Конечно, подобное равенство надо понимать не 
буквально; оно означает, что существует стандартное отображе- 
ние Е: В" —> 1 г (®”)), которое является изоморфизмом прост- 
ранств R” и 1 (1 (В”)) как нормированных пространств, т. e. 
отображение k дистрибутивно, сохраняет норму lkv!=|v| и 
Пт А = (1.(В”)). Обратимость отображения k, которую следо- 
вало бы включить в описание изоморфизма, является следствием 
формулы |Ёу|!=|у|. Действительно, если k(vi) =k (V), то 
Е (У, —У,) =0 и, следовательно, V; = V, что и означает обрати- 
мость k. Благодаря существованию стандартного изоморфизма 
пространств R” и Г. (Г (®”")), рассматриваемых как чормирован- 
ные пространства, можно условиться не различать векторы у = 
= В” и kv. 

Существование изоморфизма пространств К” и L (L (К”)) сле: 
дует из того, что изоморфны пространства R” и L (В”). Изомор- 
физм j:R”— (В”) можно задать формулой 


jg=l, 1(\)=(, g) 


Ясно, что отображение j дистрибутивно, удовлетворяет соотноше- 
нию |9 |=!5| (ем. п. 44) и Imj =L (В”). Стандартность изомор- 
физма k заключается в том, что он не зависит от евклидовой 
структуры на В” и может быть описан без ее привлечения. 
Зададим отображение k: В"->1. (L (В”)) формулой (Е (\)) (р) = 
—=р(\), где уе R”, рей (В”). Отображение k дистрибутивно: 


(k (ау, E X2V2)) (р) = р (у, + XaV2) = XP (V1) + р (V2) = 
= (ak (V1) НА (V2)) (p). 
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Заметим далее, что ры | p (v) РУ В самом деле, с одной 
р || <! 
ет pois ir telivi=vi, с другой стороны, 


ред при рыл: = 49 

—> (В”) А ‘здесь лишь в качестве удобного средства 

доказательства. Отсюда Е что |k (У) |=! У|: согласно опре- 

делению |^ (У) | = sup [А (v) (р) |, значит, {^ (v) = sup ip (У)|[= 
=l 


Ipis TAES 
=| v!. Остается НЫ что Imk =L (L (В^)). Пусть [= 


= \. (1. (В”)), запишем Í в виде ljj 1, вновь привлекая изомор- 
физм j. Но отображение lj:R”— В — элемент L (В”) — всегда 
можно представить в виде jv, где v & R”. Поэтому [=]! = 
= (jv) j+. Вычислим l (р) : [(р) = (GV) Г (р) = (Gv) (р) = (v, Гр)= 
= (jp, у) = (jj tp) (у) =р (v). Итак, действительно, k — изоморфизм 
пространств R” и L (Е (В”)). 

После отождествления R” и L(L(R”)) преобразование Jle- 
жандра H :В”"— В функции С: ЕЁ (В”) — В, которсе дается фор- 


мулой 
H (w) = w (р) — G (р), = (С°) (w), 


будет совпадать с функцией t: ый все свойства преобразо- 
вания Лежандра с той поправкой, что в новой версии оно связы- 
вает функции на В” и на [.(В”), сохраняются. 

Функция Гамильтона H (t, x, р) определяется теперь как 
отображение В x R” xL (В”) — В. Уравнениями Гамильтона назы- . 
вают систему дифференциальных уравнений 


P =H, ig) “= Hrt, f, g). 


Если функции H (t, x, р) и L(t, x, У) двойственны по Юнгу OTHO- 
сительно последнего аргумента, то эта система эквивалентна урав- 
нению Эйлера | 


—=|уУ|. Изоморфизм j : В"— 


Са Е, f, j= hui Î, РГ] ==0, 


При установлении эквивалентности функции f сопоставляется пара 
(Е, g), где g( =L (t, f, Г). Уравнения Гамильтона совпадают 
с уравнением Эйлера для функционала 


= [0 (0) -Н(Ь EO, 5 (0)] 46. 


Отображение k сохраняет смысл для любого нормированного 
пространства E. Оно действует из Е в L(L(E) и определяется 


формулой 
(k (v)) (p) = p (М). 


Легкс видеть, что k— дистрибутивное отображение, можно пока- 
зать также, что оно не меняет норму: |Р (\)|=|у|. Не всегда, 
однако, Im k= L (L (E)). В общем случае Im k— лишь некоторое 
подпространство пространства L (L (E)), обозначим его Е». Под- 
пространство ЕЁ, изоморфно пространству E и может быть отож- 
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} 


дествлено с ним. Преобразование Лежандра С: (Е) > В функ- 
ционала Р:ЕЁ-> В определяется прежней формулой (14). Значе- 
ния отображения С’: 1. (Е) > L (Е (Е)) принадлежат Eg, а после 
отождествления Е, и Е выясняется, что преобразование Jle- 
жандра — инволюция. Подчеркнем, что равноправие функциона- 
лов Ри G в этом построении несколько нарушается: если построе- 
ние начинается с функционала G : L (Е) — R, следует предполагать, 
что значения отображения С’ принадлежат Eg. С этой оговоркой 
преобразование Лежандра можно рассматривать на любом норми- 
рованном пространстве Е. Для произвольного E сохраняет смысл 
и все, что сказано о связи уравнения Эйлера с уравнениями Га- 
мильтона. 

Эквивалентность уравнения Эйлера и уравнений Гамильтона 
позволяет характеризовать механическую систему не функцией 
Лагранжа, а функцией Гамильтона. Во многих случаях и перво- 
начальное описание механической системы удобно давать в тер- 
минах функции Гамильтона. 

Гамильтоновой механической системой называется пара (E, H), 
где Е — нормированное пространство, a H — функционал на ВХЕх 
xL (Е). Предполагается, что производная функционала H по 
последней компоненте аргумента принадлежит пространству Ep. 
Пространство Е по-прежнему называют конфигурационным, про- 
странство ЕжхЕ (Е) — фазовым, а функционал H — функцией Ta- 
мильтона, или гамильтонианом. Первый аргумент функционала H 
называют временем, первую компоненту пары (и, р) Е Е х[. (Е) — 
конфигурацией, а вторую — импульсом системы. Функционал 


[оон fA, в] dt, 


заданный на отображениях вида (f, с): А ЕхЕ (Е), называется 
действием системы на интервале А. Уравнение Эйлера для него 


РО=Н%(ЬЭ, g O= 


называется уравнением движения, или системой уравнений lamunb- 
тона. Такая гамильтонова система эквивалентна лагранжевой 
системе, функция Лагранжа L которой получается из H преобра- 
зованием Лежандра по последнему аргументу (если такое преоб- 
разование существует). 

Понятие гамильтоновой механической системы допускает 
обобщение, после которого оно приобретает некоторые преиму- 
щества перед понятием лагранжевой системы. Обобщенной гамиль- 
тоновой механической системой называется тройка (F, А, H), где 
F нормированное пространство, А — оператор РЁ — L (F), а Н— 
отображение В xF— R. Предполагается, что оператор Л обратим 
и антисимметричен: (А (х)) (у) = — (A (y)) (x). Пространство F mna- 
зывается фазовым, функционал H — функцией Гамильтона, или 
гамильтонианом. Функционал 


- | 5 АЕФЕ О +H, E0) |4, 


заданный на отображениях & : А — F, называется действием системы 
на интервале А. Уравнение Эйлера для него имеет вид 


ЛЕ’ (1) = Н,(Ь Е (0), 


оно называется уравнением движения. Определенная выше гамиль- 
тонова система является частным случаем обобщенной гамильто- 
новой системы, уравнения Гамильтона можно записать в виде 


Л (ТР, g) = (Ни, Hp), 


где Л — оператор F = E xL (Е) — 6 (Е) ХЕ, = Ё (Е) ЖЕ (Е (Е))=Е (F), 
действующий по формуле Л (и, р) =(— р, и). Действие для обоб- 
щенной гамильтоновой системы (ExL (E), Л, H) отличается от 
действия для системы (E, H), полной производной под знаком 
интеграла, присутствие которой не сказывается на уравнении 
Эйлера 


5 (А, g) F, g')=5(—8, AF, g= 58) +=’ (A = 
=—g +z +e A= Hel. 


96. Уравнения Гамильтона для локальных полей. Если Е — 
евклидово пространство, то для него с некоторыми оговорками 
можно дать обобщение первоначальной версии преобразования 
Лежандра, изложенной в п. 88, преимущество которой состоит 
в том, что она не использует пространства Ё (Ё). В п. 35 было 
введено понятие вариационной производной функционала на про- 
странствах функций. Это понятие также позволяет избежать 
использования пространства L (E). Кратко изложим формульную 
сторону преобразования Лежандра, используя вариационную про- 
изводную. | 

Пусть на DxR, Dœ В*, задана достаточно гладкая функция 
f (x, w). На некотором множестве непрерывных функций D —>R 
рассмотрим функционал 


Р ($) = |p F (x, ф(х)) ах. 


Его вариация дается формулой 
ôF 


ôF (p; h= | Fo X VA dx= (5 hao’ 
„ OF 
в которой 5p — вариационная производная функционала F. Pac- 


смотрим отображение 
ôF 
p — N 


Будем считать, что оно обратимо, и введем на множестве его 
значений функционал 


С (п) = (ф, эн- РФ =) $ (х)л(х) — с (х, ф(х))] 4х. 
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Из правой части функция ф должна быть исключена с помощью 
соотношения 


AS (х, ЧР (Х)). 


т 5) С) | 
Описанное отображение Е —> G, как и выше, называется преобра- 
зованием Лежандра. Видно, что функционал G может быть задан 
формулой 
| G (п) =f p 3 (х, л(х)) dx, 
где 

Эк, p=pw—F (x, w), р=.Рь(х, w). 


Таким образом, преобразование Лежандра функционала F сво- 
дится к преобразованию Лежандра функции w— oF (x, w) пои 
фиксированном х. Отсюда следует, что преобразование Лежандра 
инволютивно. Так как функция р—,(х, р) обратна к функции 


W — oF w (X, W), TO ACHO, ЧТО e бя n = »(Х, mx), 


обратно к отображению ие Функционалы, связанные пре- 
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образованием Лежандра, называются двойственными по Юнгу. 
Пример 1. Пусть F (x, w) = а (x) w2, а (x) = 0, тогда Я (x, рати p 
и F (x, w) = Я (x, р) npu p =a (x) w. Таким образом, F (p) = G (п) при л (x) = 
= Q (x) p (x). 
Пусть Æ (t, X, u, v, м) —гладкая функция na RXQXR x 
х R x В*, — плотность функции Лагранжа локальчого поля и 
Lii, ü, Вр k Æ (f, х, и(х), o (2); Уи (х)) ах 


— функция Лагранжа. Напомним уравнение Эйлера — Остроград- 
ского 


ammam ИР г 


би dt бо 


Пусть #6 (t, x, и, р, м) — гладкая Функция на Вх охВвхВх RÈ. 
Введем функционал 


H (t, u, р) = 96 (t, x, u(x), p(x), Vu (x)) dx. 


Уравнениями Гамильтона, или каноническими уравнениями, HAZIL- 
ваются уравнения вида 


вр iO FD _ а 50 OFO o, 


ь ВНЕ ГО, ей) ВН (t, Е), g(t 
Ро Ире. 


Если функции Лагранжа и Гамильтона двойственны по Юнгу 
относительно последней координаты аргумента, то уравнение: 
Эйлера и уравнения Гамильтона эквивалентны. Эта эквивалент- 
ность устанавливается повторением рассуждений из п. 89. Как 
и для конечного числа степеней свободы, не зависящий от времени 
функционал Гамильтона является первым интегралом уравнений 
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Гамильтона. Запишем уравнения Гамильтона, раскрывая ЯВНЫЙ 
вид вариационных производных . 


ре x) H Ci E E E E 


ôg (t, х na 
tD Ent, x, f, g, 79+, - Hu (t, xX; ра, Yaf). 
Таким образом, уравнения Гамильтона a локального поля, как 
и уравнение Эйлера, — уравнения в частных производных. 

Пример 2. Выпишем уравнения Гамильтона для функции Лаг- 
panxa, рассмотренной в п. 50: 


E dx| 5 2—5 (Уи — U (u)|; 
Напомним уравнение Эйлера 
Af (t, х) — и= И’ (f). 
Плотность функции Гамильтона вычисляется с помощью формул 
предыдущего примера | 
H(t, x, u, p, м = Р-Н НИ (u). 
Уравнения Гамильтона имеют вид 
Я glt, x), YE AFl, ХИ" (Е, x). 


Эквивалентность уравнения Эйлера и уравнений Гамильтона видна 
непосредственно. 


$ 2. Поля экстремалей 
А. ТЕОРИЯ ПОЛЕЙ ЭКСТРЕМАЛЕЙ 


97. О дифференциальных формах. Условимся о терминах 
и напомним ряд фактов, известных из начал анализа. Пусть D — 
область в В". Назовем дифференциальной формой (короче — hop- 
мой) на D и обозначим через Q отображение D x В"-+ В, линей- 
ное по второму аргументу. Обозначим точку обласли D через q, 
а второй аргумент Q, точку пространства В”, — через dæ. Koop- 
динаты вектора 4% обозначим da; i=l, ..., т. Общий вид формы 
О лаков: 


й == } 


Q (6, da) E z Q; (œ) do, ' 


где @,,..., Qm — функции D — R. 
Пусть С — область в R? u @— отображение C—>D. Через 
Ф*@ обозначим форму | 


(8,48) — У, (У 9 Ф®) 


на С. Переход от формы Q к форме Ф*® назовем заменой nepe- 
менных. 


— e 


| ав, 
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Для формы © на D и ориентированной кривой у в D опреде- 
лено вещественное число у, (криволинейный) интеграл от формы 
Q по кривой у. Если &:[а, b]|—> D — параметризация у, то по 
определению 


e= <" =} У ос а 


Интеграл не зависит от выбора параметризации кривой. 
Форма Q называется замкнутой, если функции Q, удовлетво- 
ряют соотношениям 
90; (x) = 052 ; (<) E ad 
д; до Ре р 


sa M, (1) 


Функция S :D—>R называется первообразной формы Q, если 
выполняется соотношение 


dS (©; 4) = (а, da), «= D, da == В". 


Форма, обладающая первообразной, замкнута. В этом случае Q; == 
= ба, и соотношения (1) очевидны. Форма замкнута тогда и 


только тогда, когда каждая точка области D обладает окрест- 
ностью, на которой форма имеет первообразную. 

Область D называется односвязной, если любые две кривые в D 
с одинаковыми граничными точками могут быть непрерывной дефор- 
мацией, не выводящей из D, переведены друг в друга. Форма Q на 
односвязной области замкнута тогда и только тогда, когда © 
имеет первообразную. 

Если форма Q замкнута, то форма Ф*®, полученная заменой 
переменных, также замкнута. В самом деле, если форма Q замк- 
uyma, то 

т до, (Ф) 3D, Dr _ y ôR, (D) ôD, ôD, 
T ðar Be 08; — 98; 08; 


К, l = | до ОВ; ОВ; ы 
что равносильно соотношениям 


\ Ar (Ф) 09%» =y д, (V) ОФь 
s В: 08; k o; ОВ: 


и, следовательно, соотношениям 


д oD д oD 
i D 0+ (Ф) ‘бр = ay La (Ф) бр». 
выражающим замкнутость формы Ф*О. 
Если форма Q имеет на D первообразную $, то интеграл 
2 зависит только от начала Qı и конца кривой y, причем 
справедливо равенство 


S (©) — $ (@) =\.0. 
Интеграл по yY в этом случае обозначают | Q. 
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98. Поле экстремалей. Исхолным объектом является интеграль- 
ный функционал 


ГРА, К, t (0) а, 


аргументом которого служит пара y= {4, f}, где A — замкнутый 
интервал, а !— вектор-функция А— R”. Экстремалью функцио- 
нала / в этом параграфе будет называться такая пара у = {А, f}, 
где А — открытый интервал, а Г — определенное на нем решение 
уравнения Эйлера L[f]=0. Обратим внимание на то, что на этот 
раз в аргументе функционала интервал А считается замкнутым, 
а в паре, которую мы назвали экстремалью, — открытым. 


Пусть D, — область в К”*". Рассмотрим отображение Ô: D, > R”, 
Ф=(Ф,, ..., Õ,). Геометрически отображению Ф соответствует 
(n+ 1)-мерная поверхность М в пространстве В?” точек (&, У), 
Ee К”, у= К”: 
у=Ф (8), €D.. 


Задание Ф равносильно заданию множества Е ВН ЩЕ, O = 
= (а, b) — интервал, 1 — функция А —> R”, выстилающих область Dh. 


Говорят, что множество Ё выстилает D, если: 
1) через каждую точку & = (t, x) области D, проходит E 


пары 1A, Î} множества È :x =f (t), t = A, и притом единственной; 
2) отображение ® : Dı — R”, определенное формулой 


Ф(® =f (0, (2) 


где {A, | — пара, график которой проходит через точку Е = (t, x) 
является гладким. 
Из определения можно заключить, что граничные точки epa- 


фиков пар множества Е не могут быть внутренними точками 
области D, так что’ графики не прерываются внутри Пу. 


Формула (2), устанавливающая связь между множеством E 
и отображением Ф, показывает, как определить Ф по заданному 


множеству Ё. Чтобы восстановить множество Ё по Ф, надо 
решить дифференциальное уравнение 


(=Ò (t, îi (8). 


Через каждую точку области D, проходит график единственного 
решения этого уравнения. Рассматривая каждое решение на мак- 
симальном интервале, где оно может быть определено, получим 


множество E, выстилающее D, (см. теорему о выстилании — TEO- 
рема 3 Приложения 1). Отображение Ф по отношению к множе- 
ству Е называется функцией наклона. 
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Напомним, что функции Г: В*"+1 > В, определяющей функцио- 
нал [, были сопоставлены функции Н : В?” ->R и р: R?! —> R”: 
| р (t, х, У) = V,L (t, x, У), 

Н (Е, х, У) = — L(t, x, У) (р (t, x, v), v), LER, x, уе В". 
Пусть задано отображение Ф. Введем на D, функции НФ: О, > В 
и р?: О), >В”: 

HO (Е) =Н (Е, DE), p E= p E, OE), E= (t, x) ED, 
а также форму 
О (Е, d) =— H? (£) dt+(p® Ẹ), dx), dẹ = (dt, dx). 


Нашей целью является изучение отображений Ф и соответствую- 


— 


щих им множеств E, для которых форма Q замкнута. Замкну- 
тость формы © согласно определению характеризуется соотноше- 


=- НИЯМИ 


aP (Е) _ др’ | 

ðX; ki дх; + = 
Теорема. Если форма О замкнута, то решения уравнения 
Y (=Ò (t, 1 (0) 


являются экстремалями функционала Г. 
Доказательство. Пусть f: A — В” — решение уравнения. 
Тогда 


— У„Н® (® = p? (®), 


с (3) 


g ; d 

т У. ТИ, Г) = = p? (t, î (t) М и 
Воспользуемся первым из соотношений (3) и определением функ- 
цин НТ: 


ры, EO, #0) =— НР У pRO = L(t, 10, Фа, EO 


j=l 


+D Lote) Či lt, PO У, pr t) $, (..)— 
j=] 


j=l 


— 274.) Фи. 6.) DRO 


j=l j=l 
=Le (6 O, (D — D pit D ры, 
| j= j= 
Две суммы погасили друг друга в соответствии с определением pÈ, 


оставшиеся суммы равны в силу второй группы соотношений (3). 
Поэтому 


d TLl, EO, Г (0) = У, 100, Г) 
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Теорема доказана. 
Если отображение Ф таково, что форма Q замкнута, то функ: 
ция наклона Ф называется наклоном поля. Соответствующее мно- 


жество Е экстремалей, выстилающее D, называется полем экстре- 
малей. 

Некоторую особенность представляет случай п=1. При этом 
соотношения, характеризующие замкнутость формы, сводятся 
к единственному: 


При п=!| любое множество Е экстремалей, выстилающее об- 
ласть, является полем экстремалей. 
Для доказательства преобразуем (4): 


-A =L, (Е, Ф (E) + 1. (Е, DED -POO 
— p? E) Ò, E) = Lr É, Ф()) pr (E) E), 


pe E= LÉ, Ф(=)) — pr ® d E). 


Если Ф определено формулой (2) по множеству Е, то в точке 
(t, /(1)) полученная формула равносильна соотношению 


(Е, FO, FO =p Г), ГР @= 
= № Ё®, РО), 


поэтому 


которое выполняется в силу уравнения Эйлера. 

99. Трансверсали. Начнем с построения примера поля экстре- 
малей. В конце пункта мы убедимся, что этот пример с незначи- 
тельными оговорками имеет универсальный характер. Пусть Г — 
гиперповерхность в В”П; т. e. п-мерная поверхность в В”, 
Обозначим вектор нормали к поверхности Г в точке $, $5=Г, 
через М (s). Пусть у={А, Й — пара, график которой пересекает Г 
в точке s= (t, 1([)). Согласно определению п. 75 пара y пересе- 
kaem Г (в точке s) трансверсально, если существует такое число À, 
что 


=A i, (0, Г(), p(t, E, P OD=AN (t, EA), 


иначе говоря, вектор (— H (t, 1 (0, Ё (8), p(t, Ё(1)), Ё (0) nanpas- 
лен по вектору нормали N (t, Г (1). В типичном случае уравнение 


(—Н (s; У), p(s, v) =АМ (s), з=(Ь x), (5) 


однозначно определяет число À и вектор v. В частности, npu _ 
GU, xX, F x) (1 +v?) соотношение (5) имеет вид. 


В к = = АМ (s) =À (No ($), N, ($)), № ($) = R, М, (5) = R”, 


l 
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откуда А=з1т № | М ($) 111 (5), v= Мь' ($) М, ($). Для разреши- 
мости уравнения (5) в этом случае необходимс и достаточно 
№ ($) 0. ` 

Пусть на Г задано такое гладкое отображение У: Г- В”, 
что при некоторой функции А: T — В выполняется соотношение 


(—-Н (s, У (5), p(s, V (5))) =^ ($) М (5), s Er. 
Экстремаль у={А, f}, удовлетворяющая начальному условию 
т =х, O= (3, = 0er, 


пересекает Г трансверсально. Существует область D, содержа- 
maa Г, которая выстилается множеством Er подобных экстрема- 
лей, проведенных через все точки гиперповерхноети Г. _ 
Теорема 1. Мяожеств> Er является полем экстремалей. 
Доказательство. Обозначим через 1(=) заключенный 
между Ги ЕЁ отрезок экстремали 
из множества Er, проходящий 
через Е, Ẹ& D, (рис. 22). Введем 
функцию S : Di > В, полагая 
S (Е) = 1 ($ (Е)). Теорема будет 
установлена, если показать, что 
4$ =@, где © — форма, постро- 
енная по функции наклона Ф, 
отвечающей множеству ЁЕг, Bbl- 
стилающему D. Пусть Е ЕР 
Рис. 22. и h = R”, При достаточно 
малых т определен путь T—Ẹ -+ 
+ th, ас ним и путь т—у (Е + th). Рассмотрим производную 


(Е) = © I (у EHTA). 


Она может быть вычислена с помощью общей формы первой 
вариации. Так как \(&-т/) — экстремаль, то дело сводится 
к частному случаю и результат содержит только внеинтегральные 
члены (см. п. 75). Если учесть, кроме того, что у (E+ qth) пересе- 
кает гиперповерхность Г трансверсально, то общая форма первой 
вариации дает 


т $ (Е =) = —Н® (E) ho + (p? (Е), hı), 


h= (h, h), h ER, he R”. Функции H? и p? гладки, поэтому 
из полученной формулы следует, что 


dS (Е; dẹ) = —H? (=) dt +- (p° E), dẹ). 


Теорема доказана. 

Другим примером поля экстремалей, которое может рассматри- 
ваться как вырожденный случай только что построенного, явля- 
ется так называемое центральное поле экстремалей. Фиксируем 
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точку & = (fo Xo) = R”! и рассмотрим экстремали у = {А, В, rpa- 
фики которых проходят через нее: 


f (fo) = хо, Ё (to) =У. 


Пусть вектор у пробегает некоторую область в В”; тогда MHO- 
жеством Èg, соответствующих экстремалей вида y= {(fo, b), Î} 
или {(a, to), Î} можно выстлать некоторую область D, B R”. 
Теорема 2. Множество Её, — поле экстремалей. 
Доказательство является очевидной модификацией доказатель- 
ства предыдущей теоремы. 
Множество Ех, называется центральным полем экстремалей. 


Пусть множество E экстремалей выстилает область D. Распо- 
ложенная в D, гиперповерхность Г называется трансверсалью MHO- 


жества Е, если экстремали множества Е пересекают Г трансвер- 
сально. Геометрически построение трансверсали к множеству Ё, 
проходящей через заданную точку области D1,COCTOHT в построе- 
нии по заданному на D} векторному полю Ф гиперповерхности, 
имеющей в каждой точке заданную (с точностью до множителя) 


нормаль. Пусть отображение Ф таково, что форма © 20 всюду 
на D,. Тогда справедлива 


Теорема 3. Для того чтобы множество Е экстремалей было 
полем экстремалей, необходимо и достаточно, чтобы через каждую 


точку области D, можно было провести трансверсаль множества E. 
Доказательство. Необходимость. Пусть задано поле 
экстремалей. Пуеть & € D. В некоторой окрестности точки o 
форма © имеет первообразную $. Так как Ñ-Æ0 всюду на D, 
то множество Г, определяемое уравнением $ (&) = S (&), есть гипер- 
поверхность. Компоненты нормали к ней равны (5: (&), Sx, (8), 


Sx (Е)) = (— Н® (=), p? (Е)). Таким образом, Г — трансверсаль MHO- 


жества Е. Достаточность. Пуеть T — трансверсаль к MHO- 
жеству Е, проходящая через точку &. Ограничим на Г отобра- 
жение Ф и примем его за отображение У, фигурирующее в 
теореме 1. Поле экстремалей Ег, построенное по этому отобра- 
жению, является подмножеством заданного множества E. Поэтому 
на некоторой окрестности точки & форма О замкнута. Теорема 
доказана. 

В теореме подразумевается возможность провести лишь транс- 
версаль, лежащую в некоторой окрестности рассматриваемой 
точки. Не разъясняя этого подробнее, отметим, что из такой воз- 
можности в действительности вытекает большее, а именно возмож- 
ность выстлать область О, трансверсалями, не прерывающимися 
внутри D;, так, что через каждую точку области будет проходить, 
и притом единственная, трансверсаль. 

Геометрическая терминология. Поле экстремалей 
функционала длины, для которого L(t, x, у) =(1--У?)", транс- 
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версально пересекающих заданную гиперповерхность Г., легко 
описать геометрически. Его составляют экстремали, графики 
которых — прямые, пересекающие Г ортогонально. Центральное 
поле экстремалей образуют экстремали, графики которых — пря- 
мые, проходящие через заданную точку. Свойства. этого функцио- 
нала служат образцом для многих построений вариационного 
исчисления. В вариационном исчислении часто используются 
термины, порожденные ‚аналогией между общими функционалами 
и функционалом длины. Пусть /— интегральный функционал и 
функция L неотрицательна: [,—0. В согласии с упомянутой 
аналогией число /(%), у={А, f}, часто называют длиной кривой 
t —> (t, Е(1)), [Е А=[а, b], в пространстве R”+! точек (1, x). Toy- 
ная нижняя граница значений функционала / на множестве 
кривых Подобного вида с фиксированными граничными точками’ 
Е, =(а, #(а)), Е=(5, 1(Б)), если она существует, называется pac- 
стоянием между точками & и Ẹ. В типичных случаях расстояние 
о (Е, &) между точками & и & равно длине экстремали, график 
которой соединяет o и 5. Функция 8—5 (Е, o) является перво- 


образной формы Q для центрального поля экстремалей, графики 
которых проходят через точку &. Точная нижняя граница зна- 
чений функционала / на множестве кривых, один конец которых 
расположен на заданной гиперповерхности Гу, а другой фиксиро- 
ван E= (b, 1(5)), называется расстоянием между Гу и &. В типич- 
ных случаях расстояние S (Ё, Г.) является значением функционала 
Г на экстремали, пересекающей Г, трансверсально. Функция 


E -> S (Е, Го) является первсобразной формы Q для поля экстре- 
малей, пересекающих Г, трансверсально. Точная нижняя граница 
значений функционала / на множестве кривых, концы которых 
лежат на двух заданных гиперповерхностях Г, и Г, называется 
расстоянием между Гу и Г. В типичных случаях расстояние равно 
значению функционала ‘на экстремали, пересекающей трансвер- 
сально Го и Г. Если гиперповерхность Г такова, что $ (&, Г.) г = 
= ©, — постоянная, то гиперповерхности Г, и Г называют эквиди- 
стантными. Экстремаль, пересекающая Г, трансверсально, транс- 
версально пересекает и Г. Длина ее отрезка, заключенного 
между Г, и Г, равна So. 

100. Майерова поверхность. В дальнейшем изложении удобно 
перейти к уравнениям Гамильтона. Это приведет к новым точ- 
кам зрения на поля экстремалей. Исходным объектом будет теперь 
интегральный функционал 


Л ({А, €, 8) = [(@ 0, OH t, iA, 8] dt. 


Пусть Ф — отображение D, — R”, Dı — область в В”. Рассмотрим 
в пространстве 821 с точками (t, x, р) (пП--1!)-мерную поверх- 
ность М, имеющую уравнение 


р =Ф (=), Е = (Е, х) = Ш. 
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Поверхность М называется майеровой ‘поверхностью, если 
форма Q 
2 (Е, а) =—Н (Е, Ф (5)) &- (Ф (8), ах) 
замкнута 
Замкнутость формы ® равносильна соотношениям 


-yH ©, Ф()) =Ф, 9, и = 2, i, у=1,...,п. (6) 


Теорема 1. Для того чтобы к 5:0, > В была первооб- 
разной формы Q, необходимо и достаточно, чтобы S удовлетворяла 
соотношению 

34, x) +H (t, x, VxS (t, x))=0, 
при этом Ф =у,$. 

Указанное соотношение называется уравнением Гамильтона — 
Якоби. Первообразная S формы Q называется функцией поля. 

Доказательство Из равенства 4$ =Q следует. 


S: (E) =—Н (Е, Ф(Е)), VS (5) =Ф ($). 


Необходимость установлена. Достаточность. Пусть 
функция $ удовлетворяет уравнению Гамильтона — Якоби. Поло- 
жим Ф=\,о. Тогда 
ОЕ, &=—ФНЕ, VxS È)) di +(VxS È), dx) = 
| = S: (Е) di + (ухо (8), ах). 
Теорема доказана. 
_ Из теоремы следует, что всякое решение $ :), — В уравнения 
Гамильтона — Якоби формулой 
| р= \»о (9 | 


задает майерову поверхность. 

Майерова поверхность и поле экст ремалей. Пусть 
заданы функционал / и отображение Ô: р, —> R”, которое опре- 
деляет поверхность М уравнением 


у=Ф (&), € D.. (7) 
Введем отображение Ọ : D, — В”, полагая rA 
D (E) = p? (E) = VL E, Ò E). 


Отображение Ф определяет поверхность М 


р=Ф ($), Е=Д,, _ (8) 

В В 2”+!, 
Пусть, напротив, заданы функционал J и отображение Q : р, — 
— В”, которое определяет поверхность М вида (8). Введем отоб- 


ражение Ф:2, > В”, полагая 


Õ E) = VH (5, © E). 
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Отображение Ф определяет поверхность М вида (7). 

Две описанные конструкции взаимно-обратимы, если функции 
Г и Н двойственны по Юнгу относительно последнего аргумента. 
При этом достаточно считать, что функции L и H определены и 
двойственны по Юнгу лишь в некоторых областях, содержащих 
соответственно М и М. В этом предположении справедливо оче- 
видное равенство Q =Q и, следовательно, справедлива 

Теорема 2. Для того чтобы отображение 4 было наклоном 
поля, необходимо и достаточно, чтобы поверхность М была майе- 
ровой. 

Если майерова поверхность задается решением S уравнения 
Гамильтона — Якоби, то наклон поля дается формулой 


(Е, x)— VoH (t, X, Ухо (t, х)). 
Уравнения для экстремалей, образующих поле, имеют вид 
Р (д) = VH (t, (0, VS (t, È (6). 


Говорят, что множество Е пар ДА, (1, g)}, где A=(a, b)— 
интервал, а Î, g — вектор-функции А -> R”, выстилает поверхность 
М, если: 

1) графики пар из Е лежат на М; 

2) через каждую точку поверхности М проходит график пары 
из Е; 

3) отображение D; В*", задаваемое формулой 


Е—= (РИ, 8 (1), 
где {А, (1, 5)} — пара, график которой проходит через точку 
(Е, Ф (2), E= ($, x), является гладким. 

Множеству Е, выстилающему D, можно поставить в соответ- 
ствие множество E, выстилающее М, сопоставляя паре {A, f} 
пару {А, (1, g)}, где g(t)=0 (t, f(t)). Множеству E, выстилаю- 
щему М, можно поставить в соответствие множество Ë, высти- 
лающее D,, сопоставляя паре {A, (f, 5)} пару {A, Ñ}. 

_  Экстремалями функционала J являются пары y= {А, (g, Ê), 
где А = (а, 6) — интервал, а (g, Г) — определенное на нем решение 
уравнений Гамильтона 


Р (0 = VH (t, В 8), g' ()=— V:H (t, È, g). 


Из теории дифференциальных уравнений следует, что peme- 
ния канонических уравнений, графики которых имеют общую 
точку, совпадают на общем интервале определения. 

Пусть функции L и H двойственны по Юнгу, тогда: 1) mao- 


жество Е, соответствующее множеству экстремалей Е функцио- 
нала [, есть множество экстремалей функционала J, если Ф =р®; 


2) множество E, соответствующее множеству экстремалей Е функ- 
ционала J, есть множество экстремалей функционала l, причем 


Ф (Е) = VH (Е, Ф (®)). 
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Описанные конструкции, как и конструкции, связывающие Ф 
и Ф, взаимно-обратны. Отсюда следует, что для функции Н, 
допускающей преобразование Лежандра, майерова поверхность 
может быть выстлана экстремалями функционала /. Предположе- 
ние о том, что функция Н допускает преобразование Лежандра, 
в этом утверждении излишне. 

Теорема 3. Майерова поверхность может быть выстлана мно- 
жеством экстремалей функционала J. A 

Доказательство. Рассмотрим множество Е решений урав- 
нения i 

= (t, t(i)), где Ф (8) = VH (5, Ф ($), 

выстилающее D. Рассмотрим соответствующее множество E nap 
fA, (1, g)}, выстилающее М. Убедимся, что оно является множе- 
ством экстремалей функционала J. Согласно определению MHO- 


жества Е 
gi =t, 10), 
‚ поэтому введенное уравнение можно записать следующим образом: 
P (A= VoH (t, Г, 8 (0) 
Итак, достаточно проверить, что 
(= — V:H (t, fî (5, g (0). 

Формально проверка повторяет выкладку из п. 98: 

5’ =Ф,- (ухФ, РЁ) =Ф,- (VP, VA). 
Замкнутость формы ® равносильна соотношениям (6), поэтому 

ыы Уи—аН» Фи, D=, H= Hx, 


Теорема доказана. 

101. Лагранжева поверхность. Пусть D — область в R” и Ф,— 
отображение D -> В”. Рассмотрим п-мерную поверхность Г в npo- 
странстве В?”, состоящую из точек (x, Фу (х)), хер. Поверхность 
Г называется лагранжевой, если форма wW 


© (х, dx) r (D, (x), dx) 


на D замкнута. Если область D односвязна, то поверхность Г 
лагранжева тогда и только тогда, когда существует такая функ- 
ция 55:О-—В, что Ф,=У5.. 
Рассмотрим решение 1-— (ф (Е, x, р), %Ņ(ć, x, р)) уравнений 
Гамильтона 
Фе (Е, x, р) =У»Н (f, p (f, x, р), (f, x, р)}, 
ap; (1, X, р) = — V:H (í, Ф (2, X, p), p (2, X, р)/, 
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удовлетворяющее начальному условию ф (bo, X, р) = X, Y (Éo, X, р) =р, 
fto — фиксированное число. Зависящее от параметра t отображе-. 
ние т,: В?" — R”, определяемое формулами (x, р) т, (х, р) = 
= (ф (2, x, р), Ф(Е, x, р)), называется движением пространства 
В”, порожденным уравнениями Гамильтона. Если К — множество 
в К?”, то через К, условимся обозначать множество, состоящее 
из точек т, (х, р), (x, р) = К. 

Пусть Г— лагранжева поверхность. Рассмотрим отображение 
А, :D — R” | 

А, (х) =ф (£, x, D, (х)). 


Отображение An тождественное. Поэтому А, обратимо, если 


область D ограничена, функция S гладка на D и |1-—&| < в, в 
достаточно мало. 

Предположим, что отображение А, при [Е А = (а, b), t EA, 
обратимо. Обозначим обратнсе отображение через В,, а область, 
на которой оно определено, — через D,. Поверхность Г, может 
быть описана уравнением 


р = Q; (x), X €E D,, 
где 
Ф, (х) ия p (1, В, (x), Po (В, (х))). 


Теорема 1. Если отображение As, [< А, обратимо, то поверх- 
ность Г, лагранжева. | 
Доказательство. Нужно убедиться, что форма в, 


w(x, Ах) = (Ф, (x), ах) 
на D; замкнута. Рассмотрим форму 


, n O(A 
о; (x, @) = У (O) (А) ах, = 


A i Oty (t, x) р 
= У, 9 S da=, d), 


где n(ć, x)=% (ć, x, Do (х)), (f, х) =Ф(Ь, x, Ф, (х)). Форма в; 
отличается от формы ©; заменой переменных х-> А, (x). Формы ©, 
и ©; замкнуты или не замкнуты одновременно. Замкнутость формы 
W; равносильна соотношениям 


д n Lp n ð n Обь r 
° дх;: рва? Gy- 9%) ja Nk J’ i, j=l, ..., N, 


у" (2e te — me e) 0, o 


k=1 дх; дх; дх; дх; 


ИЛИ 


Так как © p=0, то форма ®;х замкнута. Поэтому соотношения 
(9) выполнены при f= t Таким образом, достаточно проверить, 
что частная производная по É левой стороны соотношений (9) 
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равна нулю. Воспользуемся уравнениями Гамильтона 


а) = № [вк На, 64, п хде — 


ôx; дх; 0х; дх; 


див _д д e Om 2 |= 
pyy дж pel) — ga Arl T e a A O) = 


М, r Ok ôn, Обь _ 
=>, I= Plaat E дх; + Hro l) Эх, дх; 


Е. ‚) 2% 95: _ Jak 9: _ (g Er Обь _ 

H xip, дх; Ôx; H ppg дх; дх; H spx, дх; д 
А 9 ( T Da _ P Jam ый 
Нур ( дх; дх; Ppr O O$ PpP дх; дх: 


Теорема доказана. 


Лагранжевы поверхности Г,, описанные в предыдущей теореме, 


выстилают в К?”+1 (п--1)-мерную поверхность М: 
р = Ф, (xX), X € D;, tE A. 


Теорема 2. Поверхность М является майеровой. 
Доказательство. Нужно убедиться, что форма Q 


Q, @&)=р— H (t, x, Ф, (х)) di + (Фкх), dx) 


замкнута. Вновь удобно перейти к форме Q’, которая отличается 


от формы Q заменой переменных 2—1, х- А, (х): 


VE, ®=Ь— H (t, bt), С. AeA A r d+ Diwas dx; 


Установим, что форма Q’ замкнута. а соотношений, выра- 
жающих этот факт, установлена при доказательстве замкнутости 


формы @;. Остается проверить соотношения 
[но ууу - У 
р 
Продифференцируем. ини уравнениями а 
дх; = | z |= JA Jg Ea A „|- 
“Уи Hs, а p, а у, |+ Ум р; — 
p pa — + Уч" pj? 


D = PA; „E+ Dw Pj’ 


Teopema ona: 
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о Теорема 3. Для того чтобы (п-1)-мерная поверхность М 
в В?"41, определяемая уравнением 


р = (2, x), (1, x) = D., 


О, — область в R™!, выстланная решениями уравнений Гамиль- 
тона, была майеровой поверхностью, необходимо и достаточно, 
чтобы каждая п-мерная поверхность р=Ф (t, x), Е фиксировано, 
(t, x) ЕД-, в R?” была лагранжевой. 

Вместо слов «поверхность, заданная соотношением р= 
= Ф(ЁЬ x), Е фиксировано, (ć, х) + D,» следовало бы точнее 
сказать «поверхность, заданная соотношением р = Ф(Ь, x), t 
фиксировано, х пробегает связную компоненту открытого в R” 
множества, определяемого условием (t, x) ЕД». 

Доказательство. По М стандартно конструируется форма 
Q. Если она замкнута, то при фиксированном { замкнута 
и форма ©, 
в; (x, ах) =(Ф(, X), ах. 


Это рассуждение доказывгет необходимость. Достаточ- 
ность. Пусть o= (fo Xo) Æ D,. Рассмотрим п-мерную поверх- 
ность Г в R?”, заданную соотношением р = Ф (4, x), где 
x пробегает некоторую окрестность И точки ху, такую, что 
(tœ х)ЕД:, когда хе U. Если Г — лагранжева поверхность, то 
при достаточно малых #—& множества Г, Г, = To, выстилают 
(n+ П-мерную майерову поверхность Му в R?™1, Так как поверх- 
ность M выстилается решениями уравнений Гамильтона, то М 
и М, в некоторой окрестности точки (&, Ф (&)) совпадают. Сле- 
довательно, форма Q, соответствующая поверхности М, замкнута 
на некоторой окрестности точки &. Ввиду произвольнссти čo это 
означает, что форма 52 замкнута на D,. Теорема доказана. 


Б. ОБОБЩЕНИЯ И ПРИЛОЖЕНИЯ 


102. Обобщения. Понятия лагранжевой и майеровой поверхнос- 
тей допускают естественные обобщения. 

п-мерная поверхность Г в пространстве R?” с точками (x, p), 
(x, р) = В”, называется лагранжевой, если форма ® = (р, dx), oepa- 
ниченная на Г, замкнута. 

Если Г может быть покрыта «кусками», каждый из которых 
допускает параметричзское описание | 


x= (4), р=ф (a), « €D, 


где D — область B R”, то приведенное выше определение можно 
расшифровать следующим образом: отображения ф и ф должны 
быть такими, что форма 


n pj (œ) 
2 E P; (©) до: da; 
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замкнута. При переходе к другому параметрическому описанию 
того же «куска» поверхности Г свойство формы быть замкнутой 
сохраняется. | 

Пусть т, — движение R”, порождаемое уравнениями Гамиль- 
тона, тождественнсе при #=&. Если T — лагранжева поверх- 
ность, то п-мерная поверхность Г;,, Г, = т, (&), S&T, также 
является лагранжевой. | 

(n+ 1)-мерная поверхность М в пространстве В?" с точ- 
ками (t, x, р), [Е В, x, ре = R”, называется майеровой, если фор- 
ма Q =— H (t, x, p)di+ (р, ах), ограниченная на М, замкнута. 
Это определение может быть расшифровано в том же плане, что 
и опред ление лагранжевой поверхности. 

Поверхность М = { (t, x, р): tE A, (x, р) = Ги, выстланная лаг- 
ранжевыми поверхностями Г,, [Е Л, А — интервал, является май- 
еровой. Майерова поверхность 
может быть выстлана решениями 
уравнений Гамильтона. Для того 
чтобы выстланная решениями 
уравнений Гамильтона (n+ 1)- 
мерная поверхность в R? 
была майеровой, необходимо и 
достаточно, чтобы все ее сечения 
плоскостями « фиксировано» бы- 
ли лагранжевыми поверхностями. 

Доказательства — сформулиро- 
ванных общих утверждений мо- 
гут быть легко получены с по- Dae 95, 
мощью приемов, изложенных B 
предыдущем параграфе. Мы не будем на них останавливаться. 

Правильно проектируемая майерова поверх- 
ность. В предыдущем параграфе изучались лагранжева и майе- 
рова поверхности, допускающие описание вида 


Хх =хХ, р = D; (Х), ЕЕ 
И 
#= х=х p=0(t, xý, (t, хер c R”, 


соответственно. Такие поверхности в отличие от общих будут 
называться правильно проектируемыми (на конфигурационное и 
расширенное конфигурационное пространства соответственно). 
Правильно проектируемая лагранжева поверхность и общая 
лагранжева поверхность изображены на рис. 23. Если лагран- 
жева поверхность Г правильно проектируема, то лагранжева 
поверхность Г; уже не обязательно однозначно проектируема на 
конфигурационное пространство. 


Пример. Пусть n=l и H (x, = (P+). Известно, что движение ть, 


отвечающее этой функции H, есть вращение плоскости R? с точками (x, р) 
вокруг начала с угловой скоростью —1. При п==1| всякая кривая в R? является 
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лагранжевой. Кривая, правильно проектируемая на конфигурационное про- 
странство, при вращении на некоторый ‘угол утратит это свойство; в частно- 
сти, кривая Г:, изображенная на рис. 23, есть My (Е), eT. 

Eas to 


2 


Майеровы поверхности, правильно проектируемые на расши- 
ренное конфигурационное пространство, выделены своей связью 
с полями экстремалей. В общем случае множество экстремалей 

{А, (f, g)} функционала J, выстилаю- 
щее майерову поверхность М, после 
проектирования на конфигурацион- 
ное пространство, т. е. после пере- 
хода к множеству экстремалей {A, Й 
функционала J, может не выстилать 
множества в расширенном конфигу- 
рационном пространстве, над кото- 
рым расположена поверхность М. 
На рис. 24 изображена майерова 
поверхность, в которую переходит 
дуга окружности при движении. 
На. рис. 25 изображено соответст-. 
вующее множество экстремалей функ- 
ционала /. Оно имеет огибающую и не выстилает множества, над 
которым расположена майерова поверхность. | 

103. Погружение экстремали в поле. Пусть y= {А, В, f: А = 
= [а, 6] — R” — экстремаль функционала /. Существуют ли область 


D, в В”" и такое поле Е экетремалей, выстилающее D, что 
ограничение одной из экстремалей поля Е на интервал А совпа- 


Рис. 25. 


дает с экстремалью Г. Короче этот вопрос формулируется так: 
можно ли погрузить экстремаль в поле? 
Теорема. Ответ положителен, если функционал [ таков, что 


det {Роо, (, EH, Г (0, tE&4, 
а интервал А не содержит точки, сопряженной к точке а на 
экстремали Î:A —> R”. 


Доказательство. Ограничимся случаем n= 1. Из теории 
дифференциальных уравнений известно, что экстремаль f может 
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быть продолжена с сохранением свойства быть экстремалью на 
более широкий интервал [с, 4], с<а, 6<А (см. теорему 2 
Приложения 1). Если число с достаточно близко к а, а число 
р—к d, то интервал [с, d| не содержит точки, сопряженной 
к точке с. Докажем это утверждение. Допустим, что оно неверно, 
тогда будет существовать последовательность таких чисел (си), 
что: [) с„ =-а—0 при п со, 2) последовательность соответству- 
ющих сопряженных точек (с*) не удовлетворяет оценке Ch > а ни 
при каком d œb. Из подобной последовательности всегда можно 
выбрать последовательность, у которой свойство 2) заменено более 
сильным: последовательность (Ch) сходится, причем Ито <b. 
Пусть ф:[с, а]ж[с, d]— В — решение уравнения Якоби, соответ- 
ствующего экстремали }:[с, 4] > В, которое удовлетворяет’ Ha- 


чальному условию 
p (1, fo) =0, Pt (1, fo) = Е. 


Согласно определению сопряженной точки ф (C, С»„) =0. Так как 
ф— гладкая функция, то ф (Ит ся, а) =0. Таким образом, lim с#— 
точка, сопряженная к а, а это противоречит неравенству Шт ch< 
«<b и условию теоремы. Итак, можно считать, что интервал 
[с, а] не содержит точки, сопряженной к точке с. 

Рассмотрим теперь решение fe, «ее R, уравнения Эйлера, 
удовлетворяющее начальному условию 


[о (с) =F (с), [а (с) =Р (© я. 


Согласно теореме 5 Приложения 1, при достаточно малых &, 
œ = 6, решение fe определено на интервале [с, d]. Покажем, что 


при подходящем выборе малого’ интервала Ô множество ЕЁ реше- 
ний fæ, ограниченных на интервал (с, d), выстилает некоторую 
область. Таким образом, это множество будет центральным полем, 
откуда и будет следовать утверждение теоремы. Фиксировав Ё, 
Е (с, а], рассмотрим функцию © —> fa (t). Ее производная g(t) = 


9 
= z fa GJ удовлетворяет уравнению Якоби, соответствующему 
0—0 | 
экстремали f и начальному условию 


# (с) =0, 5’ (с) =1. 


Поэтому © (В ==0 при t€ (с, 4]. Согласно теореме об обратной 
функции заданная на достаточно малом содержащем точку 0 
интервале 9, функция © -}»„( при каждом Ё обладает следую- 
щими свойствами: ее значения пробегают некоторый интервал А, 
и существует обратная функция. Обозначим обратную функцию 
х—Ф(Ь, x) так, что х=Ф(х.в (É); число Е играет здесь роль 
параметра. Согласно уточнению к теореме об обратной функции 
(см. п. 37), в качестве Ô; можно взять любой интервал, на KOTO- 
ром выполняется неравенство 


20-20 < 180, 
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В силу равномерной непрерывности функции (1, в fa (К на 


любой ограниченной части области определения существует такой 
интервал Ô, что при «еб 


т. 
и |ala- =< g ag 
tele, tEef[c, d] 

Положим ô; = ô. : качестве области D}, выстилаемой множеством 


Е, возьмем множество точек (1, x), удовлетворяющих условиям 
‘= (с, а), хеАД,. Через каждую точку области D, проходит rpa- 


фик экстремали из множества E, и притом единственной. 


Остается проверить гладкость функции Ф: 2, — R, определен- 
ной формулой 


ФЕ ХЕ (0. 


Здесь & выбрано так, что х = fa (Í), поэтому = Ф (t, x). Обратная 
функция гладко зависит от параметра, если этим свойством обла- 
дает прямая функция. Теорема доказана. 

104. Сильный экстремум. Рассмотрим множество вектор-функ- 
ций класса C!(A— В”) на интервале А=[а, b}. Оно является 
подмножеством пространства С (А -> В”), и в качестве нормы эле- 
ментов этого множества наряду с обычной можно взять норму 
в C(A — В”). Обозначим так полученное нормированное простран- 
ство через: [С1] (А -> В”). Интегральный функционал / на прост- 
ранстве С1(А — В”) можно рассматривать как функционал на 
пространстве [C1] (А — В”). Функционал /, вообще говоря, утра- 
тит при таком подходе свойство непрерывности, однако точки 
экстремума могут быть введены без всяких трудностей в согласии 
с общими определениями. В отличие от обычных точек экстре- 
мума функционала / в пространстве С1(А > В”) точки экстре- 
мума функционала / в пространстве С\ (А-— R”) называют 
точками сильного экстремума. Обычные точки экетремума в 
С1 (А — В”) иногда называют точками слабого экстремума. До сих 
пор изучались лишь точки слабого экстремума. Точки сильного 
экстремума являются и точками слабого экстремума. 

Теорема. Лусть ®:А=[а, b] — R” — экстремаль функционала 


(= 2 (Е, Е, # (1) 4. 
Если: 1) существует такая область D, Di < R™!, содержащая 


график экстремали ®, что при любых (t, х) Ре у, ВЕ R” 6o- 
полняется оценка 


(VvLv (1, X, v) h, h) — И (У) ТВ ГБ 


в которой u: R” —> В — непрерывная функция, вы 2) К может 
быть погружена в поле экстремалей, то % сообщает функционалу 
‚ТГ сильный минимум на множестве функций t, ‘Е [C1], удовлетво- 


ряющих условиям 
î (а) = fo (a), f(b) = fo (b). (10) 
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Согласно предыдущему пункту геометрическое условие 2) 
можно заменить аналитическим: 2’) интервал [а, b] не содержит 
точек, сопряженных к точке а на экстремали Ц. 

В зависимости от того, принято условие 2) или 2’), будем 
говорить о геометрическом или аналитическом варианте доста- 
точных условий сильного экстремума. Аналитический вариант 
отличается от полученных в п. 26 достаточных условий слабого 
экстремума лишь некоторым ужесточением условия 1). 

Доказательство. Без ограничения общности можно счи- 
тать, что область D, фигурирующая в условии 1), выстлана полем 
экстремалей, в которое погружена экстремаль %. Можно считать 
также, что D, односвязна. Пусть Ф:О,-— В” — наклон поля. 
Рассмотрим не зависящий от выбора кривой интеграл 


ка L— H? © 4+ (р? Œ), &]]. 
Рассмотрим его на кривой, заданной уравнением x= fp (2: 
=f -HP t, % (0) -- E (0), КО 
Подставляя выражения для функций H? и р®, получим 
j=l LE №, ЦВ, 


Пусть функция fE [С1] (А — В”) удовлетворяет условиям (10). Об- 
разуем разность Я 
| 19-14%) =1@ — I 


и проинтегрируем в Í по кривой, заданной уравнением X= f (ź). 


- Тогда 


I) — I (o) = fa [L (E, #9, РО) 
+Å (t, i, Čt, 1(0)) — (р, ГО, ®t, EA), ГО] = 
= LE, tO, ALt, #0, Òi, E) 
— (VL (t, (4, Ò (t, (4), t (—Õ (t, ГО) at. 


Формула Тейлора для функции на R” дает 
L(t, x, v+h)— L(t, x, У) — (Уд, (Е, x, v), В) = 


l 1 
=\(1— 1) (УД, (t, x, v+1th)h, h) dt =f p (v + th) |h dr. 


0 0 


Отсюда следует 
1 


19—14) = {4 \ dru (Фа, EA +в 0) в, a= — òq, $). 


А 0 
Теорема доказана. 
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Примеры. Aimas L(t, x, v)=l (t, x)(1 +v?)”:, [> 0. Тогда 
уз Fv ) ij — и; 


Lov; (1, X, v)=l (t, (1 + У2)*/2 


(1 +v?)|h|?— (v, h) 
Vy Ad , ? 9 =Í t 3 = 
(Vain l KX, VR № (1, х) ки > 


=l (t, х) (1 +v) |h]. 


Таким образом, для рассматриваемого функционала / аналити- 
ческий вариант достаточных условий сильного экстремума и полу- 
ченные в п. 26 достаточные условия слабого экстремума совпадают. 
Ha практике иногда бывает выгоднее пользоваться геометрическим 
вариантом. 

Пусть п=Г и l(t, х)=х! (см. п. 16, пример 1) и п. 28). 
В этом случае графики экстремалей — отрезки полуокружностей 
произвольного радиуса с центрами на оси {. Всякую экстремаль 


а b t 


Рис. 26. | Рис.27. 


можно погрузить в поле экстремалей. Простейшим примером 
такого поля может служить множество экстремалей, которые 
получаются из заданной варьированием радиуса окружности 
(рис. 26). 

Пусть n=} n l(t, x)=x (п. 16, пример 2) ип. 28) (задача 
о брахистохроне). В этом случае графики экстремалей — отрезки 
циклоид. Всякую экстремаль можно погрузить в поле экстрема- 
лей, варьируя радиус окружности, точка которой описывает цик- 
лоиду (рис. 27). 

105. Уравнение Гамильтона — Якоби. Первообразная S формы Q, 
отвечающей майеровой поверхности, характеризуется, как было 
показано в п. 100, уравнением Гамильтона — Якоби 


S:+H (t, X, Уз} ==0. (11) 


Это уравнение является уравнением в частных производных пер- 
вого порядка. Из сказанного выше следует, что существует тесная 
связь между задачами интегрирования уравнения Гамильтона — 
Якоби и уравнений Гамильтона. Выше эта связь была изложена 
на геометрическом языке. В настоящем и следующем пунктах 
некоторые стороны указанной связи будут описаны аналитически. 
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1) Задача Коши для уравнения Гамильтона— 
Якоби с начальным условием на плоскости t=ŭ, 
состоит в отыскании решения уравнения (11), удовлетворяющего’ 
условию 

S (t, x) =, = So (X), x ED, (12) 


rze So: D -> В — заданная функция; D — область в В”. При решении 
задачи подлежит описанию и область D, < В”\, на которой pe- 
шение $ однозначно определяется начальным условием. 
Рассмотрим в пространстве R?” с точками (х,р) лагранжеву 
поверхность Г вида 
p= VS, (х), хеЕД. 


Введем обычным образом лагранжевы поверхности Г», в которые 
переходит Г = Г», при движении, порождаемом уравнениями Гамиль- 
тона. Предположим, что лагранжевы поверхности Г; при [Е À,- 


р 
| 
f i 
| (Е „Ф(Ео)) 
Г 
| 


Рис, 28. 


где Л — интервал, содержащий точку fo, правильно проектируются _ 
на конфигурационное пространство. Это значит, что лагранжева ` 
поверхность Г,, [Е A, имеет вид 


р = Q; (3), x E D;, 
= D,—o6nacrb в R”. Майерова поверхность М 

р = Q; (x), (t, x) ЕО, ={, х:хеЕД, [ЕД 
выстланная поверхностями Г,, такова, что отвечающая ей форма 
Q имеет первообразную $ : Dı — В. Убедимся в этом. Поверхность М 
выстилается экстремалями функционала J. Рассмотрим часть М, 


майерову поверхность Mo, выстланную экстремалями, проходящими 
через окрестность и точки ху, Xọ ЕД, содержащуюся в D (рис. 28). 


Область О., над которой расположена майерова поверхность Mo, 
односвязна, так как представляет собою непрерывную деформацию 
цилиндра {(, х): хеи, t& А}. Следовательно, форма ® имеет 
на Do первообразную $, причем 


S (1, х) So (Xo) и T: x) Q, 


где y (&) — отрезок экстремали, соединяющий точки (&, Ф(&,)) ET 
и (ЕЁ, Ф (Ẹ)). Функцию $ можно определить последней формулой 
всюду на D,. Так как соотношение 45 = @ установлено в любой 
области вида Do, то функция $ — первообразная формы Q всюду 
на D. Следовательно, S — решение уравнения Гамильтона — Якоби. 
Очевидно, что S (to, х) = So (X). 

Любое решение уравнения Гамильтона — Якоби, удовлетворяю- 
щее условию (12) и заданное на D4, должно получаться с MOMO- 
щью изложенной конструкции, ибо по такому решению восстанав- 
ливаются все элементы конструкции. Следовательно, на D, постав- 
ленная задача Коши имеет единственное решение. 

В заключение отметим, что при достижении таких &, для 
которых Г, утрачивает свойство быть правильно проектируемой, 
решение задачи Коши перестает существовать. Практически это, 
как правило, проявляется в том, что его производные при при- 
ближении к таким Е в некоторых точках обращаются в беско- 
вечность. 

2) Задача Коши для уравнения Гамильтона — 
Якоби с постоянным начальным условием состоит 
в отыскании решения уравнения (11), удовлетворяющего условию 


$5 (A X) p= Si 
n+l 


где Śọ— unco, a Г— некоторая п-мерная поверхность B В". 

Рассматривая эту задачу, будем считать, что функция Н допу- 
скает преобразование Лежандра H -> L по последнему аргументу. 
Предположим, кроме того, что на Г можно задать гладкое ото- 
бражение У:Г->В”, такое, что вектор (— Å (t, x, У (t, х)), 
р (Е, х, И (é, х))) ортогонален к Г в точке (#, x). Рассмотрим мно- 


жество E экстремалей {1 функционала [, удовлетворяющих началь- 
ным условиям 


= ТГИ=Ь м Ч ger. 
Пусть Е выстилает некоторую область D,. Множество Е является 
полем экстремалей. Соответствующая форма Q имеет на D, nep- 
вообразную, которую согласно п. 99 можно задать формулой 
S (t, x) = So + fpu, x) Q, 


где y(ć, х) — отрезок экстремали между точками (to, waer H 


(t, x) &D,. Так как Q=Q, то функция S является первообраз- 
ной формы (> и, таким образом, удовлетворяет уравнению Гамиль- 
тона — Якоби. Очевидно, что S= So при (é, х) = Г. 
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3) В п. 93 было объявлено, что всякое решение 5$ : В” > В 
уравнения 
H (5) =0 


H : R” > В — заданная функция) удовлетворяет соотношению 
y y р 


© (ХУ) =5 (х)- (v, р), 


где у=АУН (р), A&E R, p= VS (x). Обозначения, использованные 
здесь и в п. 93, не тождественны, но мы надеемся, что это обстоя- 
тельство не затруднит читателя. 

Для доказательства рассмотрим функцию Н как функцию 
Гамильтона и введем уравнение Гамильтона — Якоби 


Функция S удовлетворяет уравнению Н (У5) =0 тогда и только 
тогда, когда она является не зависящим от Í решением уравне- 
ния Гамильтона — Якоби. Пусть 
S — подобное решение. Проведем 
через точку (=0, x) поверх- 
ность Г, на которой S(t, x)= 
= const (рис. 29), где изображено 
сечение Г, этой поверхности плос- 
костью #=0. Поверхность Г nper- 
ставляет собою цилиндр, образую- 
щие которого параллельны оси fÉ. 
Каноническая система имеет вид 


p a VH (g), g' ми 0, Puc. 29. 
так что экстремали соответствующего функционала — линейные 
функции 
(О =УЕЬ, 


у, Е & R” произвольны. Условие трансверсальности в точке (0, x) 


означает, что 
(—H (p), р) =в (0, п(х)); 


здесь р = УГ. (v); п(х)— вектор нормали к Г. в точке x. Таким 
образом, H (р) =0 u p= un (x). Эти условия определяют векторы р 
и v:v=VH (р), причем p= VS (x). Функция S (х-- \) может быть 
вычислена по формуле 


$ (ху) =S (x) +h L (м dt=S (x) +L1(v)t. 


Так как Н (р) =0, то L(v)=— H (p)+(p, v)= (p, v). Кроме того, 
y = VÍ и, следовательно, | 


$ (х- у) =5 (х) Е (р, V) =S (х) Еф, V), 
что и требовалось. 
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106. Теорема Якоби. Пусть $, и S,— решения уравнения 
Гамильтона — Якоби 
ðS (t, x) 


~ FH (t; x, VS (t, х)) =0. 


Допустим, что майеровы поверхности M, и M, описываемые урав- 
нениями 
р = Ухо: (1, x), P= VS; (í, xX), 


пересекаются по некоторой кривой, которая является графиком 
вектор-фукции (f, g): А-> R”. Это предположение согласовано 
с числом переменных и числом соотношений: 


Ух 1 (1, x) = Ухо» (É, X), p = VxS (1, x), 


выражающих условия пересечения. Так как каждая майерова 
поверхность может быть выстлана решениями канонических урав- 
нений и через каждую точку (1, X, р) проходит график един- 
ственного решения, то построенная вектор-функция (f, g) удов- 
летворяет уравнениям Гамильтона. Соотношение У», (1, x) = 
= VS (t, X) в силу уравнения Гамильтона — Якоби приводит 
к соотношению S(t, X)= Sy (t, X). Подставляя в эти равенства 
х=1(1), умножая первое скалярно на Г (1) и складывая после 
этого первое со вторым, получим 


а а 


Мы убедились, таким образом, что функция 51 (é, f (1)) — S(t, #1) 
не зависит от Í. 

Пусть теперь S(t, x, @&) — зависящее от параметра ве R” 
решение уравнения Гамильтона — Якоби. Уравнения 


Ухо (t, x, м) = V:S (t, x, В), p= V:S (t, x, æ) 


могут в этом случае определить 2п-параметрическое множество 
решений канонических уравнений, иначе говоря, общее решение 
канонических уравнений ź— (1 (Е, œ, В), g(t, а, В)). Такое общее 
решение локально заведомо может быть построено, если 


det {ха TAR A 0.) } 52 0. 


Зависящее от п параметров решение уравнения Гамильтона — Якоби, 
удовлетворяющее последнему условию, называется полным интегра- 
лом уравнения Гамильтона — Якоби. 

Итак, пусть задан полный интеграл. Выше было показано, 
что функция | 


$ (Ё, î (Е, ©, В), ©) — S (t, РЕ, O, В), В) =F (q, В) 
не зависит от {. Продифференцируем ее по a: 
(Ухо (1, |, æ), fa) T ба, (2, G æ) — (VxS (ć, Г, В), №.) = Ра, 
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Скалярные произведения сокращаются в силу уравнений, опре- 
деляющих функцию Î (t, œ, В): 


Sa, (Е, î (Е, 0, В), æ) = Ра, 


HJIH 
Ув (Е, È, а) JFE Y, 


rae y= VaF (а, В) = R”. Если S— полный интеграл, то можно, 
считая Y произвольным, использовать последнее соотношение для 
того, чтобы найти 2п-параметрическое множество решений KaHO- 
нических уравнений. 

Теорема (Якоби). Пусть $ — первый интеграл уравнения Гамиль- 
тона — Якоби. Тогда п-параметрическое множество вектор-функ- 
ций Усс (Е, X, а) есть множество первых интегралов уравнения 
Эйлера L[İ]=0, по которому можно построить общее решение 
1—1 (t, œ, y) уравнения Эйлера 


У во (Е, Hia, 1), a= 


Дополненное соотношениями p= VS (t, Îî(t, œ, y), œ), оно опреде- 
ляет общее решение канонической системы. 

Отметим, что зависимость функции f(t, œ, Y) от третьего аргу- 
мента в построениях, предшествующих теореме, и в формулировке 
теоремы определяется разными соотношениями и потому различна. 

Хотя казалось бы теорема Якоби сводит более простую задачу 
(задача отыскания решений обыкновенных дифференциальных урав- 
нений) к более сложной задаче (задача отыскания решений урав- 
нения в частных производных), на практике она оказывается 
весьма эффективным методом точного интегрирсвания уравнений 
механики. В курсах механики читатель найдет много примеров, 
демонстрирующих приложения теоремы Я: оби. Некоторые важные 
задачи, которые не поддаются решению никакими другими мето- 
дами, удается проинтегрировать с помощью теоремы Якоби. 


В. ПОЛЯ ЭКСТРЕМАЛЕЙ ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛОВ НА КРИВЫХ 


Теория полей экстремалей для функционалов на кривых 
имеет ряд особенностей. Отсутствие выделенного параметра делает 
ее в некоторых отношениях более симметричной. Здесь будут 
кратко даны основные положения этой теории. Доказательства 
предложений, аналогичных предложениям изложенной выше тео- 
рии, будут опускаться. 

107. Преобразование Лежандра. Интегральный о J 
на кривых определяется формулой 


J) =| L F (ET), © (1) dr, 


raeF(z,w)— гладкая функция на множестве | (2, w) :z, w E R”, w0}, 
удовлетворяющая условию однородности 


F (z, Aw) =F (z, w) jàÀj. 
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Как обычно, будет предполагаться также, что F(z, &) >0 при 
ш = 0. 
Так как w— F(z, &) — однородная функция степени l, то 
отображение 
w — УР (2, w) 


— однородное отображение степени 0: Vyf (2, Aw) = Vy F (z, w) sign À. 
Следовательно, отображение W —>VyF (2, w) He обратимо и, значит, 
функция w—>F (z, w) не допускает преобразования Лежандра. 


Этого недостатка лишена функция W —> L (2, w) =z F? (2, w), одно- 
родная функция степени 2. Отображение 
ш— УГ, (2, w) = F (>, w) Vof (z, w) 


— однородное отображение степени 1: 
Е (2, MO) YaF (2, №) =Е(2, @ У.Е (2, 8) ^. 
Допустим, что образ этого отображения совпадает с В” и оно 


обратимо. Обозначим обратное через К (z, :), оно также однород- 
ное отображение степени 1. Выполняются соотношения 


F(z, К (2, Р)) YaF (z, К (z, р))=р, реЕВ", (13) 


К (2, Е (2, w) У.Е (г, w)) =F (2, w) К (z, У.Е (z, w) =ш, шЕеВ". 
(14) 
Функция H (г, -), двойственная по Юнгу к функции Г, (2, .), равна 


H (z, p=— 5 F(z, в) + (, р), где w=K (z, р). 


Благодаря однородности функции [,(2, -) имеет место тождество 


(F (z, w) УЕ (z, w), ш) =F? (z, w), 
поэтому 


H(z, в) = — 7 F(z, w+ lw, F(z, ш) УьР(е, ш)) = 
= — Ре, ш) Е? (г, ш) = F? (z, w), где w= K (z, р). 
Положим 
A(z, р) =F (z, К (2, p)), 


тогда 
l 
E. T 
H = 5 4*. 


Ясно, что р— A (z, р) — однородная функция степени l: A(z, Ар) = 
= А z, p)|à|, поэтому p— H(z, р) — однородная функция cre- 
пени 2 
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Пример 1. Пусть F(z, &) =(А (2) w, w)?. Тогда Vol (2, в) = А (г) ® и 
К (2, р)=А-* (2) р. Следовательно, 


A (2, р) = (А-* (2) р, p)'? и Hg, =>. (4-1 (2) р, р)". 


` Охарактеризуем образ отображения W —> У „Е (г, w). Обозначим 
его через Г, (г). Множество Гр (г) совпадает с множеством век- 
торов р, удовлетворяющих соотношению 


A(z, р) =1. 
В самом деле, если р=У „ЕЁ (z, w), то согласно (14) 


Л (2, р) =Е (z, К (z, Yatt, w))) =F (z, TX 5) F 
=F (z, wF (2, w) = 1. 


Обратно, пусть Л (z, р) = 1, тогда согласно (13) VF (z, K (z, p)) =p, 
w= K (z, p), Ver (2, w) = р. 

Хотя вектор P= УР (z, w) не определяет вектора wW, он опре- 
деляет его направление. Из (14) следует 


w=F (z, w)K (z, p), (15) 


так что направление вектора w совпадает с направлением K(z, p). 
Введя условие нормировки, условие на длину вектора W, можно 
определить вектор W полностью. Если потребовать 


F(z, = 
то (15) дает 
w= K (z, p). 


Обозначим множество векторов W, удовлетворяющих соотношению 
F(z, w)=1, через Г. (2). Ограниченное на Г.„(2) отображение 
w —>VeF (z, w) совпадает с отображением ш—У./[,(2, w). Его 
образ есть Г,(2), оно обратимо и обратное совпадает с отобра- 
жением p— K (z, р), ограниченным на Г, (2). 


Пример 2. Для функции F, рассмотренной в предыдущем примере, MHO- 
жества Г. (2) и Г, (2) состоят из векторов W и р, удовлетворяющих соотно- 
шениям (А (2) ®, &) =Т и (А-" (z) р, р) =1. 


108. Поля экстремалей. Будем говорить, что (т — 1)-парамет- 


рическое множество Е кривых в R” выстилает область D, Ро В", 
если: 

|1) через каждую точку области D проходит, и притом един- 
ственная, кривая из множества Е; 


2) существует такое гладкое отображение Ф:Рр В”, что 
Ф (z) — ненулевой вектор, касательный в точке 2 к кривой у, y EE, 
проходящей через точку 2. 

Если Ф, — какое-либо отображение, удовлетворяющее условию 
2), то отображение 2-—>Ф (г) =а (2) Ф, (z), где а—гладкая функ- 
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ция D —> В, сохраняющая знак, также удовлетворяет условию 2). 
Функция а, а вместе с нею и отображение D, фиксируется с точ- 
ностью до знака условием нормировки F(z, Ф (2) = 1: 


F(z, Ф(2))=|а(2)|Е (2, Фь(2)) = 1. 


Таким образом, множеству Е кривых, выстилающих область D, 
соответствуют два отображения P (P и —Ф), подчиненных условию 
нормировки F(z, Ф (2)) =1. 

По отображению Ф множество Е можно восстановить, решая 


уравнение | 
С’ (т) =Ф (5(т)) или С (t)=— ® ($ (1)). 


т-параметрическое множество решений этого уравнения есть 
множество параметризованных кривых, нормированных парамет- 
ризацией множества Е. Здесь, как и в разделе А, параметризо- 
ванные кривые считаются заданными на открытых интервалах. 

Доказательства ближайших утверждений лишь незначитель- 
ными деталями отличаются от доказательств аналогичных предло- 
жений из раздела А. 

Отображение Ф определяет на D форму Q 


Q (z, = (z, ®© (2), d2). 


Множеству Е кривых, выстилающих область, соответствуют два 
нормированных отображения Ф и тем самым две формы Q, отли- 
чающиеся знаком. Если форма Q замкнута, то множество Е 
состоит из экстремалей функционала J. В этом случае отобра- 
жение Ф называется наклоном поля, а множество Е — полем экстре- 
малей. При т=2 всякое множество Е, выстилающее область, 
является полем. 

Напомним определение. Кривая y пересекает гиперповерх- 
ность Г трансверсально, если вектор У.Е (2, w), где z— точка 
пересечения, w — касательный в точке г к кривой ‘у вектор, направ- 
лен по вектору нормали М (z) к гиперповерхности Г в точке z: 
VoF (z, w) = АМ (2). 

i l 
Пример. При Р (2, = (2) w, w)? условие УшЕЁ (2, w) =АМ (2) имеет 


вид A (2) w= (A (2) w, w)? AN (z) или w= AAT (z) М (2). 


Множество экстремалей, выстилающих область D и состоящее 
из кривых, трансверсально пересекающих некоторую гиперповерх- 
ность Г, является полем экстремалей. Экстремали, проходящие 
через фиксированную точку Zə, выстилают некоторую область D, 
например, достаточно малую окрестность точки 2%, из которой 
удалена сама точка 2. Это множество экстремалей является 
полем экстремалей, оно называется центральным полем экстрема- 
лей, точка 2, —его центром. Пусть множество Е экстремалей 
выстилает область D. Расположенная в D гиперповерхность Г 
называется трансверсалью множества Е, если экстремали мно- 
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жества E пересекают Г трансверсально. Для того чтобы множество 
было полем экстремалей, необходимо и достаточно, чтобы через 
каждую точку области D можно было провести трансверсаль 
множества Е. 

109. Уравнение Гамильтона — Якоби. Тот факт, что экстре- 
мали, трансверсально пересекающие гиперповерхность Г или npo- 
ходящие через фиксированную точку Zo, образуют поле, доказы- 
вается построением функции 0:D— R, дифференциал которой 
равен ©: 40 =Q. Функция 0 дается интегралом 


(2) = J (y (2)), 


где 1 (2) — экстремаль, одна граничная точка которой лежит на Г 
или равна 2,, а другая — z. На гиперповерхности Г функция 0 
равна нулю, вне Г 6 —гладкая положительная функция. Если 
F(z, в) =| w], то 0(2) есть расстояние от Г до z. Используя фор- 
мулу для производной функционала J, (п. 72) и повторяя построе- 
ния п. 99, легко показать, что 


У6 (2) = Yer (г, Ф (2г)). 


При таком доказательстве неясно, как обстоит дело ‘на самой 
гиперповерхности Г. Если, однако, положить 0 (z)= J (у (2)) по 
одну сторону от Г и 6(2) = — /(у (2)) — по другую, то 0 окажется 
гладкой функцией и на самой гиперповерхности Г, где также 
будет выполняться последнее равенство. В этом случае при 
F(z, и) =|ш| 0 есть расстояние от Г до z по нормали к Г, взя- 
тое со знаком. 

Для того чтобы функция 8 : р В была первообразной формы Q, 
необходимо и достаточно, чтобы O удовлетворяла соотношению 


A(z, У0 (2)) = 1, (16) 
которое аналогично уравнению Гамильтона — Якоби, введенному 
в п. 100, и также называется уравнением Гамильтона — Якоби. _ 


Необходимость ясна, так как A(z, VoF (z, &)) =1 (см. 
п. 107). Достаточность: пусть выполнено (16), положим 


Ф (2) =К (z, V8 (2)), 
тогда F(z, Ф (2)) =Ти У0 (2) =У„Е (z, Ф (2)) (см. п. 107), форма Q 
(2; 92) = {VF ei $ (2), dz), 
есть дифференциал 0 
Q (z, 42) = (V6 a; 42) = 46 (z; Ре 


По функции 6 экстремали поля можно найти, решая диффе- 
ренциальное уравнение 


ГА), VO Са) =Ф(@)) или б(т)=—Ф(б(т)). 
Решения этого уравнения удовлетворяют условию нормировки 
F (С (т), © (9) =1. | 
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Форма Q определяет функцию 6 с точностью до аддитивной 
постоянной, поле экстремалей определяет функцию O с точностью 
до аддитивной постоянной и с точностью до знака. Нормировка 
не определяет параметризацию экстремали однозначно: если (у — 
параметризация, удовлетворяющая условию нормировки, то С (т) = 
= ġo (T—&@) и 6 (т) =б(—т— 9) — параметризация той же кривой, 
также удовлетворяющая условию нормировки. 

Параметризацию 6 экстремали y, принадлежащей полю E, 
форма Q которого имеет первообразную 0, можно выбрать так, 
что будет выполняться соотношение 


6 (5 (т)) = т. (17) 


Это соотношение фиксирует параметризацию однозначно, причем 
удовлетворяется и условие нормировки. 

Убедимся в этом. Пусть параметризация кривых множества E 
уцовлетворяет уравнению 


E=), Ф()=^ (5, Ve (8). 


Пусть y & E. За счет сдвига параметр всегда можно выбрать так, 
что при некотором значении т, будет справедливо равенство 


9 (5 (To)) = To- 
Вычислим 0 (5 (т)). Согласно определению 
6 (5 (T)) =6 (5 (о)) + EE, (VoF (z, Ф (2), d2). 
Введем в интеграле естественную параметризацию 
0 (5 (т)) = (5 (во) + fi, (VoF E (T), © (®)), 5 (1) dit 
и воспользуемся тождеством (Vef (2, w), w)=F (z, w), тогда 
6 (5 (=) =6 (5 (T0)) НР (E (т), 5’ (®)) ат. 
Так как параметризация Č нормирована, то 
8 (E (1)) = 6 (5 (To) + (с — T) =т. 


Параметризация, удовлетворяющая соотношению (17), построена. 
Читатель без труда установит ее единственность. 


Пример. Пусть F(z, и) =(А (2) w, w)!/2., Уравнение Гамильтона — Якоби 
имеет вид 
(A-1 (z) VO (2), VƏ (2)? = 1. 
В частном случае А (2) =Йй (2) Г (функционал Ферма) это уравнение 
158 (2) 1=1 (2) 
называют уравнением эйконала. (Эйконал в переводе с греческого означает 
изображение.) Уравнение эйконала, простейшее уравнение Гамильтона — Якоби, 


впервые появилось в оптике. Отметим, что уравнению (VO (2))? =l удовлетво- 
ряет функция, равная расстоянию от переменной точки до фиксированной 
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гиперповерхности. Условие нормировки и дифференциальное уравнение имеют 
в рассматриваемом примере вид 


(А (0 С’, С’) =1, g m) = A (G (T)) VO (5 (T), 
при А (z)= P (2) 1 
1(018'[=1, © (=r (6 (T) VO (6 (т). 


Геометрическая терминология, введенная в п. 99, используется 
и для функционалов на кривых, вместо слов «графики экстремали» 
теперь следует говорить просто «экстремаль». 

В заключение отметим, что задача Коши для уравнения 
Гамильтона — Якоби 

А (2, У0(2))=1, Вр =8, 

где Г— гиперповерхность, а 6, — заданное число, может быть 
решена построением поля экстремалей, трансверсально пересе- 
кающих Г, и вычислением 0 по формуле 0 (2) = J (y (2)) + 8. 

110. Уравнения Гамильтона. Экстремали функционала J, napa- 


метризации С которых нормированы условием F (5 (<), С’ (т)) =1, 
являются экстремалями функционала 


1E) =f LEE, ба 


(см. п. 74). Уравнение Эйлера L[E]=0 для функционала I paseno- 
сильно уравнениям Гамильтона 


F =У,Н (f, 5), g =— V-H F, 8). 


Функция H — первый интеграл этих уравнений. 


Пример. Пусть F(z, &) =1(2)|®|, тогда H (z, р Op. Уравне- 


ния Гамильтона имеют вид 


к =. № 
Ге g= e 


Уравнение Гамильтона — Якоби для функционала | имеет вид 
S; (t; г) =—Н (z, У.5 (t, 2)). (18) 


Сравним значение функционала / на какой-либо ero экстремали &: Д = 


= [а, 6] >В” и значение функционала J на экстремали y, параметризацией 
которой является G. На экстремали & функция t — F (2 (0, 7’ (O) постоянна, 
поэтому 


| 
ГО =5 PEO COIA 
= ЕС, © (1) 4=2 (60, © 0) 1А|. 
Сравнивая эти формулы, получаем 


ГОУ ЛА. 


Между полями экстремалей функционала / и полями экстремалей функ- 
ционала / существует простая связь. Ее легче всего описать в терминах реше- 
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‚вий уравнений Гамильтона — Якоби. На функциях $ : В\ {0} X D >R, Dc 
= R”, вида 
L 62 (z) 


S (t, г) = + 


(19) 


уравнение Гамильтона — Якоби (18) эквивалентно уравнению Гамильтона — 
Якоби Л (z, VO (2)) =1. В самом деле, 


р 62 
Sg (É, vata 20, 
H (2, V:S (t, г) =H (z 96 2 = 
= не, ед АЯ 


‚И уравнение 18) принимает вид 


Е La Ve (2), 


что равносильно уравнению Л (2, VO (2)) =1. Таким образом, изучение полей 
экстремалей функционала J, форма Q которых имеет первообразную 0, равно- 
сильно изучению полей экстремалей функционала l, форма Q которых имеет 
первообразную S вида (19). 


Пусть ®: D -> В" —наклон поля экстремалей E функционала J, такой, 
что Q = 060, 0: D >В". Тогда 


Ф (2) =К (2, VO (2)). 


Нетрудно найти наклон поля экстремалей Ё функционала f, отвечающего 
функции (19): 


Фе 2) =VH (z, V:S (t, 2)) =К (z, V:S (t, 2) = Sa) K (z, V6 a= Ф (2). 
Экстремали функционала [, образующие поле Ё, удовлетворяют уравнению 


го-Фе, m= осо. (20) 


Опишем поле Ë непосредственно в терминах Е. Пусть y & E и б— параметри- 
зация Y, удовлетворяющая соотношению @ (G (1)) ={. Тогда вектор-функция 
f (E) = (©д, с — произвольное число, удовлетворяет уравнению (20), т. е. при- 


‘надлежит полю Ë. В самом деле, 
Í 
Ро ch=0 © c=: сс) 0 Fe. 


Рассматривая в качестве & параметризацию произвольной кривой \, y Æ E, 
получим, придавая с произвольные значения, произвольную экстремаль из E. 


111. Достаточные условия экстремума. Получим достаточные 
условия экстремума для функционала J, аналогичные геометри- 
ческому варианту достаточных условий сильного экстремума из 
п. 104. Пусть Е— поле экстремалей функционала J, выстилаю- 
щих ограниченную область О, и Yo —замкнутый отрезок некото- 
рой экстремали из Е. Пусть далее у — кривая с теми же гранич- 
ными точками, что и кривая Yo, причем Y может быть получена 
H3 Yọ при помощи непрерывной деформации, не выводящей из D. 
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Всякая кривая ‘у, имеющая те же граничные точки, что и Yo, и 
достаточно близкая к Yə в ‘метрике пространства С (Г), может 
быть получена из 7, при помощи непрерывной деформации, не 
выводящей из D. Вычислим разность 


J (у) — J (Yo) = (a F (5 (т), 5 (<) dr — fa F Go (т), 5 (<) ат. 


Здесь &:ЛА, >В” и 6:А-— В” — параметризации yọ и y. Преоб- 


v 


разуем интегралы, воспользовавшись уравнением Эйлера для 
функции Р: 


Лу) =, 2 (5 (9), © (h) %=\, (УР EO), © (®)), 8 <) ав, 
J (Yo) = |a, F (бо (©), 55 (0) dt = fa, (VoF (Èo (T), Eo (т), E (т) т. 
Так как 1, — отрезок экстремали, принадлежащей полю E, то 


J (то) = fa, (VoF (Co (<), 5 (т), 5 (9) dt = 
=, (УьЕ (5% (т), Ф (6 (®))), & (<)) %=\., © (2, 4г) = 
=| Q (z, dz) = f, (VoF (5 (T), Ф (5 (®)), © (0) dr. 

Здесь ® — наклон поля, а Q — отвечающая ему форма. Получен- 

ное для / (о) выражение позволяет представить разность J (у) — 

— J (Yọ) в следующем виде: 

(у) — I (то) = fa (VoF (5 (<), €T) — УР (5 (<), DET) 5 @)) di. 
(21) 

Будем считать, что параметризация & удовлетворяет условию HOP- 


мировки: Р (6 (т), С’ (т)) =1, TEA. 
Преобразуем выражение под знаком интеграла: 


(VoF (2, w) — УшР (z, u), w) = — се VeF (z, n (@)), w) da = 
=— |o (VaFe (2, n (@)) 1’ (©), w) da, (22) 


где т (<) = F? (z, & (©) Е (@), Е (@«) =w +a (и — w). Определим числа 
а (и) и 6 (©) так, чтобы выполнялось соотношение 
ш—а(@) т’ (©) + b (a) п (æ). (23) 
Подставляя явные выражения для N H N, получаем 
w =F (z, Ё (©)) (и — w) — а (a) F (УЕ (z, Е (@)), u — w) + 
+bF- (z, Е (©) 8 (a). 
Сравнивая коэффициенты при U—wWw и W, имеем 
0 =аР-* — аа Е? (VF, u — w) НОР, 
1 = —aF? (VF, u — w) + bF-. 
Отсюда 
а (©) = — aF (г, $ (а), 
b(a) =F (2, Е (&)) — (УЕ (z, Е (©), и— w). 


Из условия однородности (VoF (2, w), и) =F (z, w) следует 
И Ч ww, ши) =0, z, w, wae R”, w0. 
Поэтому можно подставить в (22) выражение для ш согласно 
(23) и отбросить вклад от y (©): 
(УЕ (2, W) — У» (2, и), W) = 
=| (2, 8 (©) (УьЕь (2, т (9) п’ (©), n (©) а da. 


Продолжим преобразования. Отметим два простых факта: 
1) векторы VoF (2, т (©)) и y’ (©) ортогональны: 


(YaF (2, п (@)), n (@)) =0, 
2) (У Ги (z, w)h, 8) = 
=F (2, w) (УЕ (2, w), g) + (УЕ (2, w), A) (YaF (2, w), 8). 


1) вытекает из условия нормировки F(z, n(@&))=1: 
, d 
(VoF (z, п (@)), n (@)) = za £ (2, м (@))=0; 


утверждение 2) очевидно. Из 1) следует 
(YaF (z, в) — УЕ (z, и), w) = 
=| F 2, Е (©) [(У Е (2, (©) и" (@), n (©) + 
HE (2, n (©)) (YaF (2, n (©)), n (@)) (УЕ (2, n (©), n (@))]a da = 
=| FE, 8 @) (Volu (2, т (0)) 1’ (©), n (@)a da. 


В этих преобразованиях следует предполагать, что & (œ) 0, 
œ Е [0, 1]. Векторы и и отличны от нуля; если, кроме того, 
1 — м = |w], то | м | = [8 (©) —“ (и — w) |= [8 (@) lHa |u — w| < 
= (x) l+ iu — wi | (@) |+ У ||, тем самым | (©) = 1/, || >0. 
Подставим полученное выражение в интеграл (21): 
| 
J (Y) — J (Yo) = | di (a da F (5 (1), Е (т, а)) х 
л 0 
X (УшГь (6 (т), (М (т, %)) а (т, %), Na (T, &)), 
здесь положено 
5 (т, а) =Ф (5 (1) +a [6' (*) —Ф (5 (®))], 
1 (т, a) =F (С (т), Е (т, @)) Е (т, о). 
Если кривая ‘) достаточно близка к кривой у, в пространстве 
C1 (Г), то |5’()—Ф (5 ())|<\.,|Ф (6 (@']| всюду на А. Тогда 


1Е (®, œ) |=. |Ф (E (@))|, TEA. 
Допустим, что в дополнение к обычным предположениям 


(Уши (2, 8) В, В) = ШАР, и >0, (24) 
279. 


где z, w, he R”, |2|=<г, F(z, 4) =1. Оценка (24) предполага- 
ется справедливой при всяком г > 0, число u может зависеть от г. 
Тогда 

J (Y) — J (Yo) = 


=u f, dt fiada F (E(t), &(т, о) ты (T, a) P. 


Число г считается выбранным TaK, что | z|< r при z = D. Нетрудно 
убедиться, что e (T, &)=0 при всех TEA, &E&[0, 1] лишь 
в том случае, когда Y= Yo. Следовательно, если кривая y доста- 
точно близка к %\ в метрике С*(Г»), то У (%) — Г(р)>0 при 


Y Æ Vo 
Резюмируем: пусть функционал J удовлетворяет условию 


(24), тогда всякая экстремаль, которую можно погрузить в поле 
экстремалей, сообщает функционалу J строгий минимум на MHO- 
жестве кривых с фиксированными граничными точками. 

Так как достаточно короткая экстремаль всегда может быть 
погружена в поле, то для функционала J, удовлетворяющего 
условию (24) достаточно короткая экстремаль — точка строгого 
минимума на множестве кривых с фиксированными граничными 
точками. | 

Пример. Пусть F(z, &)=(А (2) &, и)". Тогда Г. (2, в) =1/. (А (2) &, w) 
и (УшЁ (2, w)h, h)=(A(z)h, 1). Если оператор A(z) положителен, то 
(УеГш (2, w)h, 1) = и (2)|1]?, где и(2)—наименьшее собственное значение 
оператора A(z), п (2) >0. Функция п(2) непрерывна, поэтому и (2) = и > 0 
при |2|=г. Отсюда вытекает утверждение, которое было сформулировано 
ранее (п. 77); достаточно короткая геодезическая — кратчайшая кривая, соеди- 
няющая заданные точки. 


Г. ЛУЧЕВОЕ И КВАЗИКЛАССИЧЕСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 


Вариационные принципы механики и оптики и теория полей экстремалей 
сыграли в прошлом и продолжают в настоящее время играть важную роль 
в Теоретической и математической физике. В предыдущих разделах было 
показано, что понятие поля экстремалей полезно с точки зрения внутренних 
задач вариационного исчисления. Однако исторически поля экстремалей воз- 
никли в оптике и оказались естественным и удобным аппаратом для изучения 
связи между волновым и лучевым подходами. Позднее с помощью идей теории 
полей экстремалей было открыто уравнение Шредингера—одно из основных 
соотношений квантовой механики, и было установлено также, что поля экстре- 
малей — естественный аппарат для изучения связи между механиками кванто- 
вой и классической. 

112. Лучевое приближение. Распространение волн различной природы, 
в том числе оптических и акустических, может быть при определенных усло- 
виях описано волновым уравнением 


Utt = СА u +F. 
Здесь u (t, х)—функция на R X R3, характеризующая волновой процесс, BOJI- 
новое поле, A, —oneparop Лапласа на R3, a c(x) и f(t, х) — некоторые задан- 


ные функции: с, с>0, является характеристикой среды и называется скоро- 
стью распространения волн, | характеризует внешнее воздействие. Приведен- 
ные ниже без доказательства некоторые свойства поля и могут быть доказаны 
при известных предположениях относительно с. 

Будем предполагать, что } (É, x) зависит от É гармонически: 


f(t, x) =e +g (x), 
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число œ называется частотой. Если такое воздействие было включено в дале- 
ком прошлом, то каким бы ни было первоначальное состояние поля, оно также 
будет зависеть от времени гармонически: 


и (t, x) =е 5 (x, œ). 
Функция V удовлетворяет стационарному волновому уравнению 
eA -+ 6020 =— o. 


Hac будет интересовать решение, отвечающее mMoseunomy источнику единичной 
полной интенсивности, расположенному в нуле. В этом случае функция 9 
всюду, кроме нуля, удовлетворяет однородному уравнению 


сАо-- 029 =0. | (25) 
Наличие в точке 0 источника единичной интенсивности означает, что функция 9 


имеет в этой точке некоторую стандартную особенность, а именно 


l 


дл х [2 (0) (26) 


u(x, ©) —^ 


Если функция с постоянна: -C= Co, ТО 
еёсо" $: 
v(x, ©) =——. 
ь 4 лс? || x | 


При больших частотах © для функции с общего вида решение о обнаруживает 
сходное поведение 


u(x, в) = (X, ®) ол (х, ©), 5 (х, ©) =e. w, (x), 
где v(x, ©) —>0, когда œ —> со. Длины волн видимого света малы сравнительно 
с размерами обыденных предметов; это и соответствует тому, что частота ® 


для видимого света может считаться большой. Подставим функцию %%(х, @) 
в дифференциальное уравнение: 


СА, 020 — 219 [62 (У + ФУ0)2- 02] w = 
— ei {Q2 [1 — с? (У6)?] + ioc? [2 (V0, V)+ 46] -+ сл} и =0. 


Отсюда ввиду произвольности в следуют три уравнения: 


с? (У6)2 =1, (27) 
2(У8, Awe) + (40) wo = (28) 

И 
Аи = 0. (29) 


Первое из них— это уравнение, которому должна удовлетворять функция 6. 
Оно уже встречалось в п. 109, было названо уравнением эйконала и является 
уравнением Гамильтона — Якоби для функционала Ферма 


Г \ ds 
u Jeret 

Второе уравнение характеризует функцию Wo. Вместе с условием (26) оно 
определяет функцию Wọ однозначно. Уравнение (29) оказывается при этом 
условием на функцию с. Не желая ограничивать вид функции с, мы не можем 
удовлетворить уравнению (29). Это значит, что функция и не может удов- 
летворять стационарному волновому уравнению (25) точно. Ограничиваясь 
уравнениями (27) и (28), мы требуем, чтобы функция Vọ удовлетворяла урав- 

нению в главных порядках при больших O. 
Едва ли’ нужно разъяснять, что функция 0 должна быть первообразной 
формы, отвечающей пентральному полю экстремалей для функционала Ферма 
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с центром в точке 0, первообразной, фиксированной условием 0 (0) =0. Такое 
поле всегда существует в некоторой окрестности нуля. Для функционала 


У Co 


9(х) =с51[х|. В общем случае | 
0 (x)= c7 (0) || x | +8 (x), 


где 0, таково, что ||x |20, (x) ограничено при x=0. В оптике экстремали поля 
принято называть лучами, а трансверсальные, т. е. ортогональные к ним поверх- 
ности Го, на которых постоянна функ- 
ция 0: 0(х)=о, —волновыми фронтами. 

113. Уравнение переноса. Обратим- 
ся к уравнению (28) для функции wo. 
Это уравнение принято называть уравне- 
нием переноса. Пусть & < R3. Рассмот- 
рим экстремаль, проходящую через 
точку 0 и имеющую в этой точке каса- 
тельную, направленную по вектору &. 
Обозначим через А (&) точку пересечения 
указанной экстремали и поверхности Г. 


Таким образом, возникает отображение 
А: R3 — R3 (определенное, строго говоря, 
не всюду на R3). Точка A (oẸ) = R3, Рис 30 


|=|=1, как функция от O описывает 
экстремаль. Множество таких экстремалей составляет рассматриваемое поле 
(рис. 30). В п. 107 было установлено, что 


Tisi 


dda —с2 (A (oẸ)) ve (А (oẸ)), gat =c (A (oẸ)). 
Если c= C то А (&) = 0$. 
Из уравнения для A (0) следует 
2 A (g+) =e (А (5-19) vo (А (5-19), (30) 


где ЕЕ & Е = R’. Продифференцируем это уравнение по &: 
В’ (т) = [62 (А (§+1Ẹ)) vo’ (А (§+1Ẹ)) + vo (A (5 +1Ẹ)) (2y (А (§+1Ẹ))] В (1), 
где | 


B= А-Я А ет] 


Возникший здесь оператор & (., &) : R3— R3 действует по формуле h — Ê (в, Ê). 
Если С’ (т) =Р (т) С (т) — линейное дифференциальное уравнение для one- 
ратор-функции C : В —> L (R” — Вл), в котором P — заданная оператор-функция, 


то, согласно формуле Лиувилля (см. [6]), £ Indet С (1)=tr P (1). В этой фор- 
муле ИР (т) —след оператора P (т), т. e. сумма диагональных элементов его 
матрицы, det С (т) — определитель матрицы оператора С (т). 
Применим формулу Лиувилля к уравнению для В 
а А 
Е Indet В (т) = [2 (А (& +1Ẹ)) VO’ (А (Е т’) 
+56 (А (+1)) (2y (А (&т8))]. 


Матрица оператора, возникшего под знаком следа, имеет вид 


(А (579) txr, (А (5-15) + 6x, (4 (519) (9, (А (+19), 
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поэтому 
z Indet В (т) = с? (A (4+ 1Ẹ)) ло (A (g+1Ẹ)) + (vo (A (&+1Ẹ)), Ve (A (g-+1ê))). 


Так как определитель произведения равен произведению определителей, то 


det В (т) = det А’ (Е т) det | ЕН Й! 


H 
$) 


1—8 ( 3 | 
Оператор | т м = 


нием | и двумерное собственное подпространство, отвечающее собственному 


имеет собственный вектор & с собственным значе- 


T 
значению ТЕ и состоящее из векторов, ортогональных к &. Определи- 
тель, как известно, равен произведению собственных значений, поэтому 

I=il l i 
det | -H t ——> l+- 
I5] Н 


Следовательно, 5 A 
, S T PRA 
i Indet A ihi EPS e 
= (A (+ 1Ẹ)) 46 (А (&- тЕ)) + (Vo (A (+1Ẹ)), ус? (A (+ т®))). 


Положим здесь т=0: 


(Е, У. Indet А’ (&)) += = 2 (А (=) A0 ( A (&))- (V8 (А ()), Ус? (А (&))). 


т 
Выполним теперь замену переменной x= Å (&). Ради краткости положим 
l (Е) = п4е{ А’ (&) и преобразуем (&, VI (Е)): 


(Е, 91 (8)) = Г E Ê= E) 4” E А’ (&&= 
= (l o А-1)’ (х) с? (x) VO (x)= с? (x) (VO (x), У (Le А-а) (х)). 


Здесь использовано уравнение (30), в котором положено T= Q: 


А’ (&) =? (x) VO (x). 


` Итак, 


с? (x) (VO (x), У (Le A1) 9) + oga = (2) 48 (x)+ (V8 (x), Ye (x)). 


т: 


Вспомним, что ани поэтому 


== = 262 (x) (V0 (x), V in 0 (x))= с? (х) (У8 (x), У In 02 (х)). 
Следовательно, 
(VO (x), У (1- A-1) (х))-+ (V0 (x), У ш 6 (х)) = 46 (x)+(V0(x), У 1n с? (х)). 
Положим 
Ш сб — -y КА- (к) 


50 = т l det А’ (А-В дур = | 


тогда 
У (Lo А-1) (х) =2У [In c (х) — 1n 6 (х) — 1n b (x)]. 


Подстановка в уравнение дает 
2 (V6 (x), V 1n b (x))+ A0 (х) =0 
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ИЛИ 
2 (V0 (x), Vb (х)) + 46 (x) - b (х) =0 


В главном порядке при x—> 0 функция b ведет себя так же, как и в слу- 
чае постоянной скорости ga (0). При постоянной скорости с (X) = Co 


b (x)= [det Ico] ” E. i 
Tx cial | Г 
Это значит, что функция 
m= а А’ (АГ 


4n (с (0))°” 4л (с (0)) 0 (x) 


удовлетворяет и уравнению переноса и начальному условию при х-> 0. Можно 
показать, что уравнение переноса и начальное условие определяют функцию 
Wo однозначно. | 

Упражнение. Пусть р — область в R3; введем область Ох, в которую 
переходят точки области D, двигаясь вдоль лучей со скоростью с в течение 
времени т. Область О. можно получить из D с помощью преобразования 


A 
Ao Tr. A, где Tr (Ẹ)= (I E +T) & Показать, что энергия поля и в областях 
D и D, одинакова (закон сохранения энергии в лучевом приближении). 
114. Квазиклассическое приближение. Рассмотрим гамильтонову механиче- 
скую систему (R”, H) с функцией Гамильтона 


3 
H (t, x, p =z PHU (, x). 
Уравнения Гамильтона имеют вид 
’ | , 
f a t Aa =— VU (t, f). 


Состояние этой системы в квантовой механике описывается комплекснозначной 
функцией ф на R”, называемой волновой функцией. Зависимость волновой YHK- 
ции от времени дается уравнением Шредингера, которое должно рассматри- 
ваться как уравнение движения в квантовой механике 


ihip; (Е, АХ (t, x)+U (t, x) Ņ (f, x). 


Здесь 1р (Г, -) —волновая функция в момент времени Ё, A —oneparop Лапласа 


на Вп, а h— некоторое положительное число, которое называется постоянной 
Планка. Задаче Коши для уравневий Гамильтона соответствует задача Коши 
для уравнения Шредингера, т. е. задача отыскания решения, удовлетворяю- 
щего начальному условию 


p (0, х) = (х). 

Квантовая система богаче первоначальной классической. Физическая си- 
стема, которая подчиняется законам квантовой механики, в некоторых обстоя- 
тельствах может вести себя как классическая. Переход уравнения Шредингера 
в уравнения Гамильтона с точки зрения математического аппарата происходит 
при h— 0 на волновых функциях, зависимость которых от h имеет вид 


р (Е, х) = фо (Е, x, В) фи É, x, h), 
где 
Ep х) 
Po (t, X, h) =e Фо (t, x), 


a p (t, x, h) — 0, когда h—> 0. Если 


on 


ф (x)= и. "g (x), 
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то функция р на некотором интервале изменения É обладает указанным MOBE- 
дением. Мы не станем приводить физической интерпретации изложенных и 
предстоящих построений, а ограничимся лишь получением формул для S и Po, 
из которых будет видно, что $ и Фо описываются в терминах классической 
механической системы. 
Действуя в том же плане, как и в п. 112, подставим функцию фо в диф- 
ференциальное уравнение 
i 
ð e TY ð 
ih — + 5— A—U =e — S+ ih | — 
| 0 T amA T № |( РИ д 
i 
Е FORA AS TE 
2m\ X Г x | Фо {Гат n) 


-FO | = ] h2 


Считая h произвольным, получаем три уравнения: 


l 
$ az (VxS)} +U =0 или S,+H (t, x, У,5) =0, (31) 
go] 1 
| - т: (Ух, Ух) to л,$ | ми 0, © 
| AxPo = 0. | 


Первое уравнение — уравнение для 5, второе — уравнение для o, а третье 
должно быть опущенотак же, как аналогичное уравнение в оптической задаче. 
Уравнение (31) есть не что иное, как уравнение Гамильтона — Якоби для 


исходной классической системы. Добавив начальное условие S (0, x) = Š (x), 
получим задачу Коши для этого уравнения. Ее решение — первообразная 
формы Q для поля экстремалей Ё&-—(1 (1, &), g(t, &)), (1, &Ẹ&AxR” 
C начальными условиями 


1(0, =Е &(0, &=У5 (&), Ею R”. 


Функция Фо должна определяться’ из уравнения переноса (32) и началь- 
ного условия Фо (0, x)= ọ (x). Введем отображение А, ={ (t, -): R?” — R”, koro- 
рое следит за изменением конфигурации вдоль экстремали. В терминах А, 
легко выписать функцию Фо: 


po (6, х) = [4её (49 (A7 ' œ) g (A7 ' %9). 


Здесь (A) — производная отображения Az. Так как Ago— тождественное отоб- 
ражение, то (Ао)’ (&), & = Вп, — тождественный оператор. Поэтому ясно, что 


Po (0, x)= Q (x). 
Проверим дифференциальное уравнение. Заметим, что Å; удовлетворяет 
уравнению 


Ê A OTH (6 А, 8), 9,3 (6 А). 
В нашем случае 5 i 
a № ® == VS (6 А, ($). (33) 
Если u: R” — В — произвольная функция, TO 
Зи (АГ: (х)) и" (АР 0) È A7 к = 
и’ (AF 60) (АР V (к) КАР") oS АГ" = 
д m ; pa r 
= 5х (uo AF ') (x) (445) эр Аг (к). 
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В этой формуле &= А; ` (x). Воспользуемся соотношением 


А; (Az ` (x))=x 
и продифференцируем его no é: 


р г. ' —1 ны 
(5:44) (a (х))-+(А,) (Az (х)) =; 4 (x)=0, 


отсюда i i 
(Ar (E) z АЕ = — 5 YS (t, x). 
Итак, к | 
(АЕ! o= п | дк (> АР) 9 [9,8 e ® 
HJIH ai 


Zu (Аг (х)) =— — (у (и. Аг ') (x), У, (É, x)). 


Будем искать функцию Фо в виде 
фо (t, х) = (É, х)Ф(А# ' (х)). 


Согласно предыдущей формуле 


F7. t, а i ~ i 
PODLE S ® (АГ (x) — p(t, х) = (V (pe Ar) (х), VS (t, x). 


Подстановка в Уравнение для Фо дает для р прежнее уравнение переноса 
: S, У А. |0 =0 
Ри (x x) Ра Axs |P =0, 


причем функция р должна удовлетворять начальному условию p (0, x)=1. 
Чтобы получить выражение для ©, продифференцируем уравнение (33) 


по & > i 
эр (AD È) =z YxSx s А, (8)) (Ap' ($). 


В силу формулы Лиувилля 


д 1 
5р пе (Ау) (=> 4,S (t, А, (8). 


Подставим сюда &= Д;' (x). Вычислим производную 


д si —1 
zz пе (Ар’ (Ai 0) = [5 пе (Ау (A; (x))+ 


д о 
-+ 55 пе (AD (A; 0) Е (Е, х) — 


{ = $ 


— 5 (Ух Indet GA (Ar ' (x)), VS (Е, х)). 


Положим о (Ё, x)= [det (AJ (Ar` (x))] 2. Из предыдущего соотношения cne- 
дует уравнение переноса для функции P. 
Упражнение. Показать, что 


\5 | Фо (Е, x) |? 4х—\р, |ф(х) |2 dx, 


rae Do cœ R”, а D¿= A;Do, иначе говоря, точки D; получены из точек Do 
с помощью отображения Az. 


279 


ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ. 


Напомним основные теоремы из теории обыкновенных дифференциальных 
уравнений. 

Пусть F — отображение D —> R”, D — область в R”, принадлежащее классу 
С’. rœ 1. Рассмотрим уравнение вида 


Г (t) =F (t, f (6), Е A= (a, 6) — В". (1) 
В координатной записи оно выглядит следующим образом: 


й O=F (6 НР, ..., fn 0), 


fn (= Ра (t НО, -o fn (©). 


Задача построения решения уравнения (1), удовлетворяющего начальному усло- 
вию Î (fo) = Xo, где (o> хо) — фиксированная точка области D, называется задачей 
Коши. 

Теорема 1 (существования и единственности). Решение задачи Коши сущест- 
вует на достаточно малом интервале |[—%| <“. Два решения с одинаковым 
начальным условием совпадают на пересечении интервалов, где они определены. 

Пусть Е A — R” — решение уравнения (1). Интервал A называется макси- 
мальным интервалом определения решения, если вектор-функция f не может 
быть распространена как решение уравнения ни на какой интервал A, более 
широкий, чем A. В этом определении интервал А может быть конечным: А = 
—(а, b), полубесконечным: А == (— со, b), А=(а, оо), или бесконечным в обе 
стороны: А = (— со, 0). 

Теорема 2 (о продолжении решения). Пусть Е А, — R” — решение уравне- 
ния (1). Тогда вектор-функция È может быть продолжена как решение на мак- 
симальный интервал определения А. Точка (t, Ê (t)) графика решения стремится 
к границе области D, когда t стремится к границе интервала А. 

Рассмотрим множество Е всех решений уравнения (1), считая, что каждое 
распространено на максимальный интервал определения. Из предыдущих тео- 
рем вытекает 

Теорема 3 (о выстилании области). Через каждую точку области D прохо- 
дит график решения из множества Е и притом единственного. 

Пусть О — область в ВИТ и Е: р — R” — отображение класса С”, г= 1. 
Рассмотрим уравнение 


Е (2=Е(Ь î (t), &), Е A— R”, E R”, (t, î (t), & €D, (2) 


содержащее параметр &, и решение задачи Коши с начальным условием f (lo)= Xo» 
где (№, Xo &) ©. Распространим это решение на максимальный интервал 
определения А (fo Xo, &). Рассмотрим в В?"Т множество D, состоящее из 
точек вида (К fos Xo, &), где é E&E A (bos Xo» &), (1, ж, E) = D. На этом множестве 
определено отображение {— решение уравнения (2) с начальным условием 
f (to) = x0. 

Теорема 4 (O зависимости от параметра). Множество D — область, отоб- 
ражение f: D; — R” принадлежит классу С’. 

Пусть g: А=[а, 6] —= R” — определенное на замкнутом интервале решение 
уравнения (1). График вектор-функции вместе с граничными точками принад- 


лежит области D. Рассмотрим задачу Коши для уравнения (1) с начальным 
условием Г (а) = хо. 
Теорема 5. Если норма | х — 8 (а) р» достаточно мала, то решение f опре- 


делено на интервале А и удовлетворяет при всех t, t = А, соотношению |f (t)— 
—g (|< с заданным = >> 0. 

Теорема 5 — простое следствие теоремы 4. Уравнение (1) можно рассматри- 
вать как уравнение (2) при фиксированном значении параметра E. Множество 
точек области D, при фиксированных È и &=а— открытое множество. Часть 
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О’ этого множества, образованная точками (1, хо), удовлетворяющими условию 
| № — (а) | < 5, изображена на рис. 31. Характерным свойством множества D’ 
является то, что при фиксированном хо оно представляет собою интервал. Pac- 
смотрим точку р= (т, g (а)), принадлежащую D’, считая, что т œb. Пусть U — 
=-окрестнос ть точки р, < т— 6, лежащая в О’. Если | х»— 5 (а) | < в, то pe- 
шение f определено на интервале [а, т— =], а тем самым и на интервале A = 
= [8% 8]. 

Дифференциальное уравнение (1) называется линейным, если отображение 
(t, x)—> F (t, x) линейно по второму аргументу, т. e. определено на области 
вида А X R”, ипри каждом t, t = A, 
является линейным оператором 
Е (Е) в R”. Уравнение (1) имеет в 
этом случае вид 


"(=F (t)i ($) (3) 
или в координатной записи 


F d= Xt a Fuld О) 


Теорема 6 (о глобальной раз- 
решимости). Решение задачи Коши Pae 31 
для уравнения (3) с начальным усло- к Aag 
вием Г (to) = хо, & E А, определено на всем интервале А. Множество всех решений 
уравнения (3) на интервале А образует п-мерное векторное пространство. 

Обозначим через g матричное решение уравнения (3), удовлетворяющее 
условию &(&)=/, /— тождественный оператор. Отметим, что g называют 
матричным решением, если каждый столбец матрицы {g;;} оператора g является 
решением уравнения. Оператор g(t) при каждом É обратим, отображения g и 
t — [g (É) * непрерывно дифференцируемы. 

Теорема 7 (метод вариации постоянных). Решение вадачи Коши для урав- 


нения 
P (t)=F (t) f (t)+b(t), 


Ь — заданная вектор-функция A —> R”, с начальным условием È (to) =X предста- 
вимо формулой 


= на (t) [g (1) (т) dt +g (t) xo. 


Теоремы 1, 2, 6 и 7 можно найти почти в любом общем курсе теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений (см., например, [6]). Теорема 3. 
не нуждается в специальном доказательстве. Теорема 4 приводится обычно 
в менее определенных формулировках, из которых теорема 5 не вытекает столь. 
непосредственно. Полное доказательство теоремы 4 читатель сможет найти 
в гл. 5 книги [7]. 


ПРИЛОЖЕНИЕ? 


МНОЖЕСТВО 5 (А) 


Здесь будет доказано, что множество $ (А), состоящее из финитных беско- 
нечно дифференцируемых функций на интервале А, плотно в H (А) и плотно в 
Ну (А). 

s Введем функцию 0: К —> R, обладающую следующими свойствами: |) 0 — 
бесконечно дифференцируема, 2) 6(1)=0 при Е =—1, 3) 9(1)=1, 4) 0 (t)=1 
при 2—0. Пусть ГЕН (А) и &>0, положим 


fe (t)=f o (< —2}o (=-->?) 


€ 


Если 4e <b—a, то fe(t)=f (t) при a+2e <t < b— 2e, fe(t)=0 при t&xa+s 
u == Функция fg принадлежит H (А), причем 


If—fel2= fa C (0—0 dt = 
=| Po [1—0 (52-2) (4-2) a< 


< fete pedt hb a P(t) dt < 2e max P=22! fÈ. 


Полученная оценка показывгет, что множество функций вида fg плотно в про- 
странстве Н. Отсюда следует, что в пространстве Н плотно множество финит- 
ных функций из С (A). 

Пусть g— финитная функция из С (А) иб >> 0. Положим 0, (В =6 (1—24 и 


(g)s (£) = А-В, (( zai g аа 


где А = р 8, (12) 4Ё. Число А выбрано так, что выполняется равенство 


| — A8- | (=) ат. 


В интеграле, определяющем функцию (5)5, интегрирование фактически распро- 
страняется на интервал |т—#| = ô. Поэтому в силу финитности g при доста- 
точно, малых Ô функция (g)ẹ также финитна. При таких Ô интегрирование 
в Формуле, определяющей функцию (5), можно распространить на всю ось. 


Ясно, кроме того, что функция (5)5 бесконечно дифференцируема. Оценим раз- 


НОСТЬ 
| R° (S) [2—2 (H) dt| < 


| ыы 2 
<an | a (( E) ла ув O ат = 46 sup 129—201 х 
R <e 


(8) () —&@|=Аб 1 


Р 1— | 
[т \2 
x| a (( = sup Iems Ols 
R € TEA, |T—t| <0 
< sup |g (T) —g (0 | = Og (6), 
T, LEA, |T—tI <L Ô 


причем в, (6) —0 при 6—0. Итак, |(g) —& |c < ®, (6) и, следовательно, 


Í @8— Z ly = |å [о (6). (1) 


Пусть f& H (4A) и #>0. Выберем финитную непрерывную функцию g 
так, что ||[—&|н < 2/2. Построим функцию (8)5. Число Ô можно выбрать 


настолько малым, чтобы выполнялось неравенство |(g) —& |; = 8/2. Тогда 


IF— © н<И-а1-На-— Esl < e. 
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Функция (g) бесконечно дифференцируема, ее можно считать финитной. Поэтому 
множество S действительно плотно в пространстве H. 

При переходе к пространству H} сохраняются и план доказательства и 
все конструкции. Для того чтобы установить, что финитные функции плотны 
в Hi, необходимо оценить |fÎ— felpo считая } = Ну. Квадрат нормы в Н! по 


НВ с квадратом нормы в Н содержит дополнительное слагаемое 
IF — ie lh: 
ИЕ) 
i {—а b—t 
- a o= (5e t] 
+10 [e (2) (4-2) (1—2) -o)l f a 


Интегрирование вновь ограничено множествами, лежащими в E-OKpPECTHOCTAX 
концов. В этих окрестностях используются следующие оценки для функции f: 


РО) |= зир|[Р E |, |1 (6) | = sup |F (®) | @—а), IFES sup |F (T) | 6—8. 
А TEA TEA 


Подставляя эти оценки в интеграл и производя очевидные вычисления, полу- 
чим |F — fe H = ce sup F? (£), где с определяется числом up 10° (£) |. 

Таким образом, финитные функции плотны в Ну. Для перехода к беско- 
нечно дифференцируемым функциям оценим, считая функцию g финитной, 
норму | (2)5 —5’|н. Подобная (1) оценка |(2)5—в’|н=—<| A |6, (6) вытекает 
из равенства (8); = (8')5. В самом деле, 


©: = 487 i; A (5 jew P 


d д {—т ря 
452 | a|- za (( 5 Ею a= 
Зы 2 
=a | в (357) отв 


Предпоследний знак равенства основан на интегрировании по частям. Внеин- 
тегральные члены отсутствуют в силу финитности функции g. 
Задача. Пользуясь методами настоящего Приложения, показать, что лемма 
Дюбуа — Реймона допускает следущее обобщение: singar h> |a A(t) x 
xh(t)dt на S (А), где А и г фиксировавы, АеС(А), г=0, 1, ..., равен 
нулю тогда и только тогда, когда А — полином степени не выше r— 1. В част- 
ности, при г=0 A =Ù. 


Я фм в o 


PN фм ко P= 
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